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RESUMO

A teoria de controle empregada para resolucdo do problema do péndulo
invertido € bastante difundida nos campos da engenharia e controle de processos.
As caracteristicas intrinsecas e as inUmeras aplicacdes desse sistema o permitiram
se tornar uma referéncia classica no estudo e aplicagbes de técnicas de controle.
Diversas pesquisas foram desenvolvidas e apresentadas desde o século anterior
com intuito de solucionar alguns problemas relacionados a sistemas do dia a dia.

Neste trabalho foram apresentados os conceitos gerais da teoria de controle
empregada, um breve historico das técnicas e praticas de controle, algumas
pequenas resenhas bibliograficas de trabalhos realizados a respeito de técnicas de
controle para o caso péndulo invertido sobre carro (a maioria) e o desenvolvimento
de duas técnicas de controle classicas (Servo e Regulador) com uso do controle PID
para o sistema em questao.

Este trabalho vislumbra modelar e apresentar os resultados de controle ao
inserir as acdes PID (Proporcional, Integral e Derivativo) nos sistemas regulador e
servo quando utilizados para controlar a planta do péndulo invertido sobre carro,
com intuito de complementar os trabalhos de dois autores renomados. Para o caso
do sistema regulador, proposto por Oppenheim (1987), foram utilizadas técnicas do
dominio da frequéncia para modelagem e analise de estabilidade. E para o
servossistema, proposto por Ogata (2010) foram utilizadas técnicas de controle e
modelagem do dominio do tempo.

Os resultados e conclusdo desse trabalho, sédo que a complementagédo dos
estudos realizados ao projeto de controle PID no caso do péndulo invertido foi
bastante relevante. Isto €, nos resultados foram apresentados as deducdes,
desenvolvimento e simulacdo dos sistemas de controle servo para as agdes P, D,
PD, Pl e PID para complementar a bibliografia existente que aborda apenas o
controle servo Integral por realimentagdo de estados. E para o sistema regulador
foram apresentados o desenvolvimento, deducgdes e simulagbes dos controladores
com as acdes PID aplicadas individualmente e em conjunto para complementar o
trabalho do autor que aborda apenas os casos com ganhos Proporcional e

Derivativo.

Palavras-chave: Controle PID, Pé&ndulo invertido, Sistema regulador, Sistema servo, Teoria de

controle



VIl

ABSTRACT

The control theory employed to solve the inverted pendulum problem is quite
widespread in the fields of engineering and process control. The intrinsic
characteristics and the numerous applications of this system allowed it to become a
classic reference in the study and applications of control techniques. Several
researches have been developed and presented since the previous century in order
to solve some problems related to day to day systems.

In this final work it was presented the general concepts of the control theory
employed, a brief history of control techniqgues and practices, some small
bibliographical reviews of work carried out regarding control techniques for inverted
car pendulum (most) and development Of two classic control techniques (Servo and
Regulator) using the PID control for the system in question.

This work aims to model and present control results by inserting PID
(Proportional, Integral and Derivative) actions in the regulator and servo system's
when used to control the inverted pendulum car plant, in order to complement the
work of two renowned authors. For the regulator system proposed by Oppenheim
(1987), frequency domain technigues were used for modeling and stability analysis.
And for the servo system, proposed by Ogata (2010) were used techniques of control
and modeling of time domain.

The results and conclusion of this work are that the complementation of the
studies carried out to the PID control project in the case of the inverted pendulum
was really relevant. That is, in the results were presented the deductions,
development and simulation of the servo control systems for the actions P, D, PD, PI
and PID to complement the existing bibliography that addresses only the integral
servo control by state feedback. And for the regulatory system were presented the
development, deductions and simulations of the controllers with the PID actions
applied individually and together to complement the work of the author that

addresses only the cases with Proportional and Derivative gains.

Keywords: Control theory, Inverted pendulum, PID control, Regulator system, Servo system.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, devido ao desenvolvimento tecnolégico de muitas areas da
ciéncia, engenharias e principalmente das industrias, o mercado de trabalho tem
exigido dos engenheiros um alto grau de conhecimento das teorias de controle. Pois,
as industrias e inUmeros processos tecnologicos do dia a dia requerem a viabilidade
e otimizag&do dos processos. Dessa forma, o engenheiro ou cientista que pretende
aprofundar-se no campo da automacao e controle de sistemas deve estar apto para
projetar sistemas que realizem tarefas com alto grau de precisdo e repetitividade
(ASTROM, 2008; D'AZZO e HOUPIS, 2003; OGATA, 2010; SILVA, 2013).

A teoria de controle é um ramo da matematica e engenharia direcionada a
aplicacdes que lidam com o principio basico de analise e controle de sistemas. Essa
teoria estuda o comportamento de sistemas, tanto naturais como artificiais, e a
manipulacdo de certos parametros para forcar o sistema a ter um comportamento
desejado. Os sistemas de controle sé&o aplicados em diversas situacdes do dia a dia,
seja na natureza, nas industrias ou aplicacfes especificas. Esse ato de controlar um
sistema significa influenciar o seu comportamento para alcancar um objetivo
esperado (SONTAG, 1998; LEIGH, 2004).

O termo “controle” na engenharia € de natureza interdisciplinar, pois, aborda
diversas disciplinas da ciéncia da computacdo, fisica, das engenharias elétrica,
eletrbnica, mecanica, quimica e qualquer combinacdo entre elas. O controle de
sistemas é uma parte fundamental da sociedade hoje em dia. Por exemplo, diversos
sistemas de controle fazem parte da nossa vida cotidiana como os eletrodomésticos
em geral, refrigeradores e aquecedores de ar, como também, os sistemas de
informacdes. Alguns, por vezes, passam despercebidos como no caso da propria
natureza que € repleta de sistemas de controle que se desenvolveram bem antes da
humanidade. Um exemplo bem comum é o corpo humano que desempenha uma
série de funcbes, conscientes ou ndo, para controlar a respiracdo, pressao arterial,
nivel de agucar no sangue, pegar um objeto, medir distancias, entre mais. Outro
exemplo € o ato de conduzir um carro, onde o controle é aplicado através do
motorista, ou seja, este é responsavel por apresentar as entradas do sistema que
séo a velocidade e direcdo com intuito de gerar uma diregcdo segura (TEWARI, 2002;
MANDAL, 2006; JAGAN, 2008; NISE, 2011).

Ogata (2010) ressalta sobre o controle automatico da seguintes maneira:
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O controle automatico é essencial em qualquer campo da engenharia e da
ciéncia. O controle automatico € um componente importante e intrinseco em
sistemas de veiculos espaciais, sistemas robéticos, modernos sistemas de
manufatura e quaisquer operacdes industriais que envolvam o controle de
temperatura, presséo, umidade, viscosidade, vazéo, etc. E desejavel que a
maioria dos engenheiros e cientistas esteja familiarizada com a teoria e a
pratica do controle automatico (OGATA, 2010, p. 1).

No caso especifico desse trabalho o sistema a ser averiguado e controlado &
0 caso do péndulo invertido sobre carro. O valor tedrico facultado a esse sistema
vem do fato deste possuir caracteristicas de ndo linearidade, alto nivel de
complexidade e de comportamento instavel em malha aberta. Esse sistema pode ser
descrito por equacfes diferenciais, tornando possivel lineariza-lo em torno de um
ponto de equilibrio e entdo aplicar técnicas de controle linear para estabiliza-lo. Os
inimeros modos de modelagem e simulacdes de técnicas de controle que esse
sistema permite, o torna um importante objeto de estudo na area de engenharia.
Além dessas caracteristicas intrinsecas, o fato desse sistema ter inUumeras
aplicacbes em sistemas do dia a dia como o veiculo de transporte humano
(Segway), veiculos espaciais, lancamento de foguetes, robds auténomos, diversos
sistemas roboticos, guindastes especiais, industria bélica, edificios altos submetidos
as acles do vento ou terremotos, o tornam ainda mais interessante (LUNDBERG,
2009; BOUBAKER, 2012; KAFETZIS e MOYSIS, 2017).

Uma aproximacgédo pratica do sistema do péndulo invertido sobre carro é a
simples brincadeira de tentar equilibrar uma vassoura, pelo cabo, sobre a palma da
mao. Nessa situacdo a vassoura representa o péndulo invertido e a méao que é a
base do sistema representa o carro. Cabe ressaltar que a vassoura € instavel e pode
cair para qualquer lado caso nao seja aplicada uma forga de controle. Portanto, visto
que para esse sistema o intuito de controle € manter a vassoura na posi¢ao vertical,
€ necessario movimentar a mao de um lado para o outro a fim de criar uma forca de
controle que se oponha ao movimento instavel da vassoura (RIBEIRO, 2007; DORF
e BISHOP, 2011; LENKA, 2011).

Para projetar um sistema de controle que mantenha a haste do péndulo em
equilibrio e conduza o carro para uma posi¢cdo desejada, o convencional controle
PID (Proporcional, Integral e Derivativo) ainda é bastante utilizado (JOSE, 2015). Os
sistemas de controle que aplicam as acdes de controle PID para estabilizar o
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sistema do péndulo invertido consistem basicamente em projetar um servossistema,
um sistema regulador ou um sistema em cascata. De forma que, o erro é medido e
comparado com a referéncia adotada e as acdes de controle inseridas na malha do
sistema corrijam o erro medido e estabilizam o sistema (MURALIKRISHNA et al,
2005; KURDEKAR e BORKAR, 2013; OPPENHEIM, 1987).

Este trabalho vislumbra complementar os trabalhos de dois autores
renomados na area de engenharia e controle de sistemas. O sistema de controle
regulador desenvolvido por Oppenheim (1987), modelado por funcdes de
transferéncia e analisado pelo método do Lugar das Raizes, foi apresentado pelo
autor apenas para os ganhos Proporcional e Derivativo aplicados individualmente e
em conjunto. E o sistema de controle servo desenvolvido por Ogata (2010),
modelado por espaco de estados e projetado pelo Método de Alocacao de Polos, foi
apresentado pelo autor, assim como em diversas bibliografias, apenas para o ganho
Integral. Portanto, para esse trabalho a analise do sistema regulador seré realizada
pelo Critério de Routh-Hurwitz, devido a sua praticidade e confiabilidade, para todos
os ganhos PID aplicados individualmente e em conjunto. E o sistema servo seguira o
desenvolvimento do autor, ou seja, serA modelado e projetado por técnicas do
dominio do tempo para todos os ganhos PID aplicados individualmente e em

conjunto.

1.1 PROBLEMATIZACAO E JUSTIFICATIVA

Para o problema do péndulo invertido, inUmeras pesquisas ja foram
realizadas e apresentadas em forma de artigos, teses, trabalhos de conclusao de
curso, dentre outros, utilizando o controle PID (ARCOLEZI et al, 2017; ARCOLEZI e
QUIRINO, 2017). Porém, em diversos casos 0s objetivos desses trabalhos sao de
apresentar os parametros que melhor satisfizeram os resultados de controle, ou
mesmo de comparar uma técnica com outra através das respostas obtidas. Dessa
forma, muita das vezes fica vago o caminho tomado até alcancar o controle e a
estabilidade do sistema, como também, na maioria das vezes sdo apresentados
somente 0os métodos de controle que conseguem estabilizar o sistema.

Portanto, mesmo sendo uma técnica ja bastante explorada na literatura e
pesquisas, esse trabalho tem como objetivo discutir aspectos da técnica PID por

vezes nao explorados, por exemplo, como em: 1) (OGATA, 2010), que desenvolve 0
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projeto dos controles servo e regulador com ganho somente integral no caminho
servo, baseado na representacdo espaco de estados, mas sem explorar as
dificuldades decorrentes do projeto do controle servo P, D, PIl, PD e PID baseado
nesse tipo de representacdo. E 2) (OPPENHEIM,1987), que discute o projeto do
controle regulador com as acdes de controle P, D e PD na malha de realimentacao,
mas sem explorar, o efeito da inser¢cdo da acdo de controle integral por si s6 e em
conjunto com as outras duas acoes.

Portanto, nesse trabalho é proposto o estudo e projeto de controle PID
complementar especificamente para os casos de 1) (OGATA, 2010) e 2)
(OPPENHEIM, 1987). Acentua-se aqui, que esse trabalho ndo € um trabalho critico
e sim um estudo complementar aos casos em que 0s autores ndo abordaram a
insercao das agdes de controle PID nos sistemas. Isto é, talvez por motivos “ébvios”
ou mesmo para deixar como desafio e estimulo para os estudantes, os autores
apresentaram o desenvolvimento para apenas uma ou algumas das acdes de
controle.

Portanto, de forma resumida pretende-se desenvolver dois sistema de
controle classicos (servo e regulador), para melhor compreensdo dos efeitos ao
inserir as agdes de controle PID na malha direta do sistema servo e na malha de
realimentacdo do sistema regulador. Visto que, segundo Arcolezi e Quirino (2017)
pode ser comum alguns estudantes dos cursos de engenharia terem a percepc¢ao
errbnea de que o emprego das acdes de controle PID s6 ocorrem no controle servo.
Muitas das vezes por desconhecer os conceitos ou a utilidade e efeito do controle
PID na malha de realimentacéo do sistema regulador.

Para todos os casos desenvolvidos, esse trabalho visa apresentar quais
acOes de controle estabiliza, ou ndo, sem se preocupar com os melhores parametros
para as acdes de controle PID. Pois, no sistema servo que sera modelado por
espaco de estados o0 método de alocacdo de polos ja garante a estabilidade do
sistema (se o sistema for de estado completamente controlavel) com uma adequada
localizagdo dos polos, cabendo ao projetista respeitar as faixas dos valores de
ganhos e escolher o que melhor satisfaca o projeto. E para o sistema regulador, sera
utilizado o Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz pela praticidade e confiabilidade
do método em dizer se o sistema é ou ndo estavel, baseado na equacgéo

caracteristica do sistema. Caso o sistema for estavel, serdo definidas as faixas de
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valores dos ganhos para estabilizar assintoticamente o sistema, como também,

serdo simulados para alguns valores respeitando as faixas estabelecidos.

1.2 OBJETIVOS

Os principais objetivos desse trabalho séo apresentados a seguir:

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desse trabalho € projetar, simular e apresentar dois modelos

classicos de controle (Servo e Regulador), com as acdes de controle PID inseridas

na malha direta no sistema servo e de realimentacdo no sistema regulador, para o

sistema do péndulo invertido sobre carro. Esse trabalho vislumbra ser uma

complementacdo do material de controle ja existente, de maneira a explanar e

elucidar as técnicas empregadas de maneira didatica, com auxilio das plataformas

Matlab® e Simulink® para simulacéo e projeto das técnicas.

1.2.2 Objetivos Especificos

Reproduzir o trabalho de Oppenheim (1987), porém utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz para analisar a
implementacéo dos controladores PID aplicados com ac¢des individuais
(P, I, D) e em conjunto (PI, PD e PID) para a planta do péndulo
invertido sobre carro, ao invés do Método do Lugar das Raizes
utilizado pelo autor;

Reproduzir o trabalho de Ogata (2010), utilizando a mesma
modelagem matematica e o0 método de alocacdo de polos para projetar
os controladores PID aplicados com ac¢des individuais (P e D) e em
conjunto (PI, PD e PID), ao invés de apenas o ganho Integral (I) para a
planta do péndulo invertido sobre carro;

Ressaltar prioritariamente a teoria de controle, as técnicas matematicas
e 0S conceitos empregados para modelar e controlar o sistema
abordado. E para todos os casos de controle servo e regulador, simular
e apresentar os resultados de controle por meio das plataformas

computacionais Matlab® e Simulink®.
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1.3 METODOLOGIA

O primeiro sistema de controle a ser desenvolvido e empregado para a planta
do péndulo invertido nesse trabalho, sera o servossistema com as agdes de controle
PID inseridas na malha direta entre o comparador de erro e a planta, para
complementacdo do trabalho de Ogata (2010). Mais especificamente, sera
desenvolvido um servossistema por meio das técnicas de modelagem e controle do
dominio do tempo para tentar controlar um sistema completamente instavel em
malha aberta.

Como no dominio do tempo as técnicas de controle permitem controlar
sistemas de Unica entrada e multiplas saidas (caso do péndulo invertido sobre carro)
pretende-se controlar tanto a posicdo da haste como a posicdo do carro.
Inicialmente, o sistema sera modelado por equacfes diferenciais e posteriormente
por espaco de estados. O projeto da técnica de controle sera feito pelo método de
alocacao de polos que tem como restricdo de que o sistema tem que ser de estado
completamente controlavel. Se essa restricdo for atendida, escolhendo
adequadamente a localizacédo dos polos o sistema podera ser levado a estabilidade.

O projeto de um servossistema do tipo 1 - caso em que a planta do sistema
ndo possui integrador — foi desenvolvido e apresentado por Ogata (2010). Isto é,
como o0 principio basico de projeto de um servossistema do tipo 1 € inserir o
integrador no ramo direto entre o comparador de erro e a planta do sistema, os
resultados de controle foram apresentados apenas com o Ganho Integral. Cabe
ressaltar que, conforme apresentado pelo autor o sistema € estabilizado com
desempenhos satisfatorios e a resposta respeita os critérios de projeto adotados.

No entanto, o objetivo desse trabalho € realizar uma analise detalhada do
comportamento e estabilidade do sistema para os casos em que as acbes de
controle Proporcional e Derivativa sdo empregadas individualmente ao retirar a acao
do integrador. Bem como, dessas a¢cdes em conjunto com, e sem, a acao integral.
Resumindo, pretende-se apresentar os resultados alcancados ao aplicar as acgoes
de controle P, D, PI, PD e PID pela modelagem em espaco de estados e utilizando-
se, em especial, 0 método de alocacdo de polos. Por efeitos de comparacdo de
resultados, os critérios adotados para o projeto dessa técnica seréo idéntico aos de

Ogata (2010). Definido isto, a faixa de valores da matriz de retroagdo de estados K
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tera valores pré-definidos, cabendo ao projetista escolher os valores dos ganhos que
estdo como variaveis.

O segundo sistema de controle que sera desenvolvido para o sistema do
péndulo invertido sobre carro, € o sistema regulador para complementacdo do
trabalho de Oppenheim (1987). Para esse caso, as agbes de controle PID seréo
inseridas na malha de realimentacdo do sistema. Pois, por serem bastante
desconhecidos os efeitos dessa técnica de controle, 0 assunto é pouco abordado e
comentado.

Como as técnicas de controle do dominio da frequéncia s6 podem ser
aplicadas a sistemas de Unica entrada e Unica saida, pretende-se com esse método
controlar apenas a posi¢do da haste do péndulo, e para tanto, pressupfe-se que o
carro é livre para se mover no plano da pagina. O sistema é composto por uma
Unica entrada que € a forca aplicada ao moével e a saida que desejamos controlar €
a posi¢ao do péndulo.

Cabe ressaltar, que esse método de controle foi desenvolvido e apresentado
pelo autor em uma das aulas do curso online de Sinais e Sistemas pelo MIT
(Massachusetts Institute of Technology). E como apresentado pelo autor, foram
proposto os controles P, D e PD genericamente para o sistema do péndulo invertido
sobre carro. A andlise de estabilidade desses sistemas foi realizada muito
didaticamente pelo método do lugar das raizes, estabelecendo as faixas de ganhos
gue o sistema se estabilizaria ou néo.

No entanto, o objetivo desse trabalho é realizar uma analise do
comportamento e estabilidade do sistema para os casos em que a agao Integral nao
foi empregada, bem como, analisar também os casos tratados pelo autor de maneira
numeérica, e néo algébrica. Resumindo, pretende-se apresentar os resultados
alcancados ao aplicar as acbes de controle P, D, I, Pl, PD e PID pela modelagem
em funcéo de transferéncia e diagrama de blocos, utilizando-se do Critério de Routh-
Hurwitz para analisar a estabilidade dos sistemas. Esse critério de estabilidade foi
escolhido, pois o objetivo do trabalho é descrever para todas as acdes de controle
PID inseridas na malha de realimentacdo do regulador, se o sistema é estavel ou
ndo. Isto é, ndo faz parte do objetivo do trabalho procurar os melhores parametros
de ganhos para o sistema, e sim, definir a faixa de ganhos em que o sistema se

estabiliza.
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Durante todo projeto e desenvolvimento das técnicas de controle, para
facilitar o célculo de parte das implementacbes e simular os resultados de
desempenhos obtidos, serdo utilizadas as plataformas computacionais Matlab® e
Simulink®.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Esse trabalho esta organizado em 6 capitulos conforme segue:

e Capitulo 1. Apresenta uma breve introducéo sobre a teoria de controle, sobre
0 sistema que sera utilizado no trabalho (péndulo invertido), a problematica e
a justificativa da realizacdo do trabalho, os objetivos para se cumprir no
desenvolvimento e a metodologia adotada para alcancar os objetivos;

e Capitulo 2: E apresentado nesse capitulo a revisdo bibliografica sobre o
conceito histérico da teoria e praticas de controle e dos conceitos que serao
utilizados para entendimento desse trabalho. Também € apresentado a
importancia da modelagem matematica, e as respectivas técnicas de controle
e modelagem nos dominios do tempo e frequéncia. A Ultima parte do capitulo,
descreve um modelo de sistema do péndulo invertido sobre carro. Como
também, apresenta pequenas resenhas bibliograficas sobre trabalhos que
aplicaram técnicas de controle nesse sistema,

e Capitulo 3: S&o apresentados os resultados e discussbes da
complementacdo do trabalho de Ogata (2010). Isto €, do desenvolvimento
modelagem e simulacdo do sistema de controle servo para a planta do
péndulo invertido;

e Capitulo 4: Analogo ao capitulo 3, sdo apresentados os resultados e
discussodes do trabalho de Oppenheim (1987) . Ou seja, o desenvolvimento,
modelagem e simulacdo do sistema de controle regulador para a planta do
péndulo invertido;

e Capitulo 5: E apresentada a concluséo final do trabalho, ou seja, se o
trabalho desenvolvido esta conformidade com os objetivos e respondeu a
problematica satisfatoriamente;

e Capitulo 6: Sdo apresentadas as referéncias utilizadas direta e indiretamente
para o desenvolvimento do trabalho em todo.
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2 REVISAO DA LITERATURA

No primeiro tépico desse capitulo é levado em conta a apresentacdo do
conceito histérico da teoria e préaticas de controle, a fim de lembrar que a teoria de
controle pode ser nova (aproximadamente de 1900 até os dias atuais), porém as
praticas de controle ja eram estudadas e implementadas desde muito tempo atras.

Nos topicos 2.2, 2.3 e 2.4 serdo apresentados 0s conceitos de controle
primordiais, e que, podem aparecer durante o desenvolvimento do trabalho. Os
conceitos e motivos da modelagem matematica para sistemas dinamicos, como
também, as técnicas utilizadas para andlise de estabilidade dos sistemas de controle
desenvolvidos nesse trabalho.

No ultimo tdpico, € apresentado sobre o sistema do péndulo invertido, bem
como, € relatado em forma de pequenas resenhas bibliograficas, por ordem
cronoldgica, sobre alguns trabalhos realizados a respeito de diferentes técnicas de
controle aplicadas a esse sistema. Sera visto que, a maioria das técnicas aplicadas
envolvem o classico controle PID para efeitos de comparacdo com outras técnicas

ou mesmo para atender alguns critérios de projeto pré-estabelecidos.

2.1 HISTORICO DA TEORIA E PRATICAS DE CONTROLE

O método de controle por realimentacdo originou-se desde antes da
humanidade em si, quando diversos sistemas de controle biolégicos foram
desenvolvidos nos mais primitivos habitantes do planeta terra (NISE, 2011).
Também de acordo com a mesma ideia, os autores Dorf e Bishop (2011) relatam
que os sistemas de controle com retroacdo tém existido desde tempos muito
antigos. Ainda entre o periodo entre 300 a 1 a.C na Grécia, houve aplicagbes no
desenvolvimento de mecanismos reguladores de boia, e no primeiro século d.C
houve a publicagdo do livro titulado “Pneumatica” de Heron de Alexandria que
ressaltava formas de mecanismos de nivel da agua utilizando reguladores de boia.

De acordo com (NISE, 2011) entre os séculos XVI e XVII, na Europa, foram
inventados os primeiros sistemas de controle com realimentagdo para controle de
temperatura por Cornelis Drebbel (1572-1633) e para controle de pressédo por
Dennis Papin (1647-1712).
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Christian Huygens e Robert Hooke no final do século XVII apresentaram o
trabalho sobre as oscilagbes do péndulo “The oscillations of the Pendulum” como um
dos mais modernos desenvolvimentos na teoria do controle da época. O objetivo
deles era de conseguir uma medicdo apurada de tempo e localizacéo,
caracteristicas que seriam bem apreciadas na navegacdo (FERNANDEZ-CARA e
ZUAZUA, 2003).

No seéculo XVIII foi desenvolvido o primeiro trabalho consideravel em
controlador automatico por James Watt, que construiu um controlador centrifugo
para controlar a velocidade de uma maquina de vapor, chamado péndulo de Watt
(SOBRINHO, 2011). Ainda nesse mesmo século, Pierre Laplace idealizou a
transformada de Laplace, a base de diversos procedimentos de analise e projeto de
sistemas (TEIXEIRA, 2006).

A teoria dos sistemas de controle conhecida hoje, comegou a se desenvolver
durante o século XIX. No ano de 1868, James Clerk Maxwell fez uma publicacédo
sobre o critério de estabilidade para um sistema de terceira ordem utilizando-se de
coeficientes da equacao diferencial (NISE, 2011). Na mesma época Routh e Hurwitz
elaboraram a técnica de Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz, que permite
determinar a estabilidade de um sistema sem necessidade de solucionar a equacao
(SOBRINHO, 2011).

Também segundo Sobrinho (2011), o russo A. Lyapunov em 1897 publicou
um trabalho sobre estabilidade, de grande importancia para a teoria de controle, que
teve pouca divulgacdo no ocidente. Dessa forma, a Unido Soviética teve grandes
avancos na teoria de sistemas ndo-lineares estudando e implementando os métodos
de Lyapunov.

Ja no século XX, diversas instituicbes renomadas tomaram consciéncia da
importancia do controle automético. Isso ocorreu na American ASME (Sociedade
Americana de Engenheiros Mecénicos) e na British IEE (Instituicdo de Engenheiros
Elétricos) (FERNANDEZ-CARA; ZUAZUA, 2003).

O termo “feedback” (realimentacao) foi apresentado a engenharia de sistemas
por Harold Black nos laboratérios da “The Bell Telephone” na década de 1920. A
realimentacdo descreve os processos de regulacdo na engenharia e nos diversos
sistemas nas areas biologicas, econémicas, social e politica — especificamente em
todos os lugares onde a informacédo € medida e comparada com a entrada. Nao

deve-se levar ao julgamento de que “feedback” sé representa a obtencdo de
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informagdes sobre o resultado do seu funcionamento. Pois, existe uma ampla
aplicacdo do termo, desde simples sistemas de equipamentos elétricos até sistemas
complexos, como, naves espaciais e robds (LURIE e ENRIGHT, 2000).

Em 1922, Nicolas Minorsky realizou pesquisas e apresentou como a
estabilidade poderia ser determinada por meio das equacOes diferenciais que
descrevem o funcionamento do sistema. Minorsky trabalhou também com
controladores automaticos para pilotagem de embarcacdes (OGATA, 2010). Assim,
grande parte da teoria geral empregada nos dias de hoje para melhorar o
desempenho dos sistemas de controle automatico é remetida a Nicholas Minorsky.
Foi 0 seu desenvolvimento tedrico aplicado a direcdo automética dos navios que
levou ao desenvolvimento dos controladores PID (Proporcional, Integral e Derivativo)
(NISE, 2011).

Ainda antes da Segunda Guerra Mundial, nos Estados Unidos a teoria e
pratica de controle com retroagdo teve incentivo devido ao desenvolvimento do
sistema telefénico e dos amplificadores eletrénicos. O dominio da frequéncia foi
usado para descrever a operacao desses sistemas, pela aplicagcdo dos métodos de
Bode, Nyquist e Black desenvolvidos pelos engenheiros nos laboratérios da “The
Bell Telephone”. Ja na Unido Soviética, os matematicos e mecanicos inspiraram-se
no dominio do tempo usando equacdes diferenciais e dominaram o campo da teoria
de controle na época (DORF e BISHOP, 2011).

Durante a Segunda Guerra Mundial e nos anos seguintes, 0s engenheiros e
cientistas aperfeicoaram suas experiéncias sobre os mecanismos de controle e
rastreamento de avides e misseis balisticos, bem como, de outros projetos. Isto
gerou um importante desenvolvimento de métodos abordados no dominio da
frequéncia (FERNANDEZ-CARA;ZUAZUA, 2003).

Durante as décadas de 1940 e 1950 muitos sistemas de controle industrial
utilizava os controladores PID (Proporcional, Integral e Derivativo) para o controle de
pressdo, temperatura, nivel, entre mais. Nessa mesma época, Ziegler e Nichols
desenvolveram as Regras de Ziegler-Nichols para sintonizagdo dos controladores
PID, e Walter Richard Evans apresentou o método do Lugar das Raizes (OGATA,
2010).

Segundo Sobrinho (2011), no final dos anos 1950, a teoria e praticas de
controle se encontrava bastante consolidada, com fortes tendéncias do uso das

técnicas baseadas no dominio da frequéncia devido ao aumento do uso da
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transformada de Laplace e do plano de frequéncia complexa, constituindo-se entao
a Teoria de Controle Classico. Fundamentada nos Diagramas de Bode, Nyquist e
Nichols, Método do Lugar das Raizes, entre mais técnicas de resposta em
frequéncia.

A Segunda Guerra Mundial esclareceu que os modelos considerados até
aguele momento ndo eram precisos o suficiente para descrever um sistema 0 mais
préximo do real. Pois, os sistemas na realidade sdo normalmente nao-lineares,
muito complexos e sujeitos a ruidos. Isso acarretou em uma busca por métodos que
pudessem lidar melhor com esses sistemas (FERNANDEZ-CARA;ZUAZUA, 2003).

Essas técnicas de controle classico que utilizavam do dominio da frequéncia
foram, na maior parte delas, limitadas para sistemas lineares invariantes ao tempo
com entradas e saidas Unicas. Somente a partir da década de 1950 a teoria de
controle comegou a desenvolver poderosas técnicas que permitiam lidar com
sistemas multivariaveis variantes no tempo, bem como diversos problemas
complexos e néo-lineares. Baseada nas contribuicbes de Richard Bellman que
desenvolveu a programacao dinamica e Rudolf Kalman com filtros, controle linear
quadratico 6timo e analise algébrica, nos Estados Unidos e por L. Pontryagin que
contribuiu com o controle 6timo n&o-linear na Unido Soviética, formou-se a base
para uma enorme base de estudo e pesquisa durante a década de 1960, que
continua até hoje. Essas foram as principais contribuicbes para o surgimento da
teoria de controle moderno, baseada no dominio do tempo (SONTAG, 1998).

Com a chegada da era espacial a demanda por novas técnicas de controle
impulsionou o desenvolvimento dos fundamentos da Teoria de Controle Moderno
utilizando-se do dominio do tempo. Os métodos de Liapunov, Minorsky, entre outros,
se tornaram importantes objetos de estudo na teoria de controle. Utilizando do
espaco de estados e de equacdes diferenciais, 0s sistemas mesmo complexos e
com multiplas entradas e multiplas saidas se tornam mais acessiveis para lidar com
eles (SOBRINHO, 2011). Na teoria de controle moderno os sistemas s&o
representados no dominio do tempo por equacgdes diferenciais através do espago de
estado. As principais vantagens dessa forma de abordagem foram permitir sistemas
complexos e compostos de multiplas entradas e mdultiplas saidas, assim como, foi
eficaz nos avancos da tecnologia de computadores digitais (WILLIANS 1l e
LAWRENCE, 2007).



27

N&o encerrando o constante processo de desenvolvimento, a teoria de
controle entre o periodo de 1980 e 1990 foi caracterizado por técnicas de controle
que envolviam tanto o dominio da frequéncia quanto o dominio do tempo.
Exclusivamente, o desempenho no dominio da frequéncia foi incrementado gracas
aos avancos teoricos que produziram ferramentas para lidar com sistemas de
multiplas entradas e multiplas saidas. Para o dominio do tempo, 0os avanc¢os foram
as técnicas elaboradas para o desenvolvimento de controladores. Resumindo,
fundiram técnicas dos controles classico e moderno formando uma nova e poderosa
teoria de controle (WILLIANS Il e LAWRENCE, 2007).

Torna-se incontestavel nos dias de hoje, o fato de existem sistemas de
controle com um nivel de complexidade muito maior e com problemas de
instabilidade e néo linearidade. Portanto, para o projeto desses sistemas sao
necessarios métodos que envolve tanto o dominio da frequéncia quanto o dominio
do tempo, caracterizando assim a Teoria de Controle Robusto que matematicamente
€ uma teoria muito complexa (OGATA, 2010).

Atualmente, ha outras teorias de controle além das trés teorias citadas
anteriormente. Devido a necessidade de controlar sistemas cada vez mais
complexos, surgem técnicas mais apuradas a cada dia. O controle baseado em
conhecimento “knowledge-control based” apresenta um comportamento inteligente,
pois ndo utiliza apenas métodos matematicos para manter o sistema sobre controle.
Esse método garante resultados satisfatérios, boa estabilidade, suporte a
perturbacdes externas na maioria das vezes. Como ndo € um método perfeito, este
€ sujeito a falhas devido a falta de informacdes, parametros mal apresentados,
algoritmos defeituosos, entre outros. A teoria de controle inteligente, alternativa para
o controle baseado em conhecimento, é baseado em técnicas de inteligéncia
artificial. O comportamento do sistema é descrito de maneira qualitativa e nao
quantitativa, permitindo aplicar a experiéncia humana nos processos obtendo um
desempenho mais satisfatorio (GOPAL, 2003).

2.2 TEORIA DE CONTROLE

O termo “controle” tem diversos significados e muitas das vezes diverge nas
mais diversas comunidades cientificas. Uma definicdo de controle, entre as

7

inUmeras, € a aplicacdo e o uso de algoritmos e realimentacdo em sistemas de
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engenharia. Em geral, controle € uma ciéncia da informacdo que envolve o0 uso e
transmiss&o de informacdes de forma analdgica ou digital (ASTROM, 2008).

Quando utilizamos a palavra “controle” no dia a dia, involuntariamente
estamos nos referindo ao ato de alcancar um resultado previsto. Dada essa vasta
definicdo, o controle abrange diversos sistemas em uma ampla gama de areas
como: as engenharias, a biologia, a medicina, a economia, a ciéncia da computacao,
as ciéncias sociais, a automacao, entre mais (TEWARI, 2002).

Na teoria de controle os objetos de estudo sao os sistemas. Os sistemas, num
sentido generalizado, sdo ferramentas que através de uma entrada produzem uma
saida (ANDERSON, 2009). A teoria de controle foi desenvolvida conforme surgia a
necessidade da substituicdo de mao de obra humana nas atividades da época,
dando origem ao controle automatico. O controle automatico é um conjunto de
diversos componentes com o0 objetivo de atuar a favor de um sistema global
fazendo-o comportar-se de maneira automética conforme uma pré especificada
configuracdo. Uma caracteristica particular do controle automético é que esse reduz,
em taxas admissiveis, a participacdo direta da acdo humana nas tarefas a serem
realizadas (PARASKEVOPOULOQOS, 2002; LEIGH, 2004).

Um sistema de controle na forma mais basica é formado por um sistema a ser
controlado (planta), um controlador, o valor de referéncia (entrada) e o valor
esperado (saida). A finalidade de um controlador em um sistema de controle é, na
medida do possivel, fazer com que planta atenda a um conjunto de especificacdes
para alcancar um resultado esperado. Estes dois componentes, planta e controlador,
séo os dois elementos essenciais de um sistema de controle (SILVA, 2009).

Segundo Ogata (2010), o controle automatico tem desempenhado um papel
fundamental no avanco da engenharia e ciéncia, tornando-se um importante
integrante dos processos residenciais e industriais. Atualmente, as teorias de
controle compreendem diversas abordagens como: controle classico, controle
moderno, controle robusto, controle adaptativo, entre outras. Para o entendimento

da teoria de controle em geral, alguns conceitos tém de ser conhecidos:

e Variavel controlada e sinal de controle: A variavel controlada é o parametro
ou condicdo a ser medida e controlada. O sinal de controle € o parametro
modificado pelo controlador, que afeta diretamente na variavel controlada
(OGATA, 2010);
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Planta: Qualquer objeto fisico de controle (um processo, um sistema ou um
dispositivo) € chamado de planta de controle e tratado uniformemente
independentemente da sua natureza e do grau de complexidade (BUBNICKI,
2005);

Processos: Toda operacao que ira ser controlada (OGATA, 2010);

Sistemas: Conjunto de componentes que agem de forma conjunta para
alcancar determinado objetivo, podendo ser de forma fisica ou aplicado a
fendmenos abstratos dinamicos (ANDERSON, 2009);

Disturbios: Sao os sinais que afeta negativamente na variavel de saida do
sistema, podendo ser interno caso for gerado dentro do sistema, ou externo
caso gerado fora do sistema sendo considerado como outro sinal de entrada
(D’AZZ0 e HOUPIS, 2003);

Controle em Malha Aberta (Open loop): Sao os sistemas no qual o sinal de
saida ndo exerce nenhuma funcédo de controle no sistema. Ou seja, o0 sinal de
saida ndo é medido nem mesmo realimentado para compara¢cdo com o sinal
de entrada, representado na Figura 1 (ASTROM, 2008; OGATA, 2010);

Figura 1 - Sistema de controle em malha aberta

Resposta desejada —b[ Dispositivo | Processo ——p Saida

de atnacio

Fonte: Dorf e Bishop (2011)

Controle em Malha Fechada (Closed Loop): Sdo os sistemas comumente
chamados, Sistemas com Realimentacdo, no qual o sinal de saida exerce
uma funcédo de controle no sistema. Ou seja, h4 um sinal de erro atuante que
€ a diferenca entre o sinal de entrada e o sinal de saida (ou parcela do
mesmo caso passe por processos de integracdo ou derivacdo) que realimenta
o controlador. O sinal de erro atuante tem a funcdo de minimizar o erro e
corrigir o sinal de saida do sistema, conforme a Figura 2 (ASTROM, 2008;
OGATA, 2010);
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Figura 2 - Sistema de controle em malha fechada

L(s) C(s)

G(s)

H(s)

Fonte: Ogata (2010)

Sistemas Lineares: Um sistema € dito linear se o0s principios da
homogeneidade e da aditividade forem aplicaveis a ele. Ou seja, a resposta
causada pela aplicacdo de duas entradas simultaneamente tem que ser a
mesma que a soma da saida quando as duas entradas forem aplicadas em
tempos distintos. E caso a entrada for multiplicada por uma constante, a saida
também deve ser multiplicada pela mesma constante (SILVA, 2009; JAGAN,
2008);

Sistemas N&o Lineares: E composto por pelo menos um elemento néo linear
e nao satisfaz o principio da superposi¢do. Seu comportamento depende da
amplitude dos sinais a ele aplicado (SILVA, 2009; JAGAN, 2008);

Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (LTI): Esses sistemas sao
caracterizados dessa forma, caso seja representado por equacdes
diferenciais, dos quais os coeficientes séo fun¢des do tempo (OGATA, 2010);
Sistemas SISO (Single Input and Single Output): Sistemas compostos por
uma Unica entrada e uma Unica saida (MANDAL, 2006; OGATA, 2010);
Sistemas SIMO (Single Input and Multiple Outputs): Sistemas compostos
por uma Unica entrada e multiplas saida (MANDAL, 2006; OGATA, 2010);
Sistemas MISO (Multiple Inputs and Single Output): Sistemas compostos
por uma Unica entrada e multiplas saidas (MANDAL, 2006; OGATA, 2010);
Sistemas MIMO (Multiple Input and Multiple Output): Sistemas compostos
por multiplas entradas e multiplas saidas (MANDAL, 2006; OGATA, 2010);
Modelos Mateméticos: Os modelos matematicos podem assumir diversas

formas, ou seja, dependendo das caracteristicas particulares do sistemas
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utiliza-se de ferramentas analiticas e/ou computacionais de formas distintas
(FELICIO, 2010);

e Servossistema: Um servossistema ou, de forma genérica, sistema de
controle com realimentacdo é uma combinagcdo de elementos para controlar
uma fonte de poténcia. No qual, a variavel controlada ou uma parcela desta é
retroalimentada, para comparagcdo com a variavel desejada ou parcela desta.
A desigualdade entre os valores medidos € utilizada para controlar a poténcia
e ndo ha variacdes na carga (JAMES, NICHOLS e PHILIPS, 1947; MANDAL,
2006; OGATA, 2010);

e Sistema Regulador: E um sistema de controle com realimentacdo, em que, a
variavel de referéncia ou de comando é constante e ha variacbes na carga
(BOTTURA, 1982; MANDAL, 2006; OGATA, 2010);

Em relacdo ao servossistema, quando utilizado para controlar um movimento
mecéanico, este € denominado um servomecanismo. Os termos “sistemas
reguladores” e “servomecanismos” sdo bastante utilizados por motivos historicos.
Mesmo que nado haja diferenca significante na analise ou sintese de qualquer outro
tipo de sistemas com realimentagédo (BOTTURA, 1982).

2.2.1 Respostatemporal dos sistemas de controle

Em relagdo ao comportamento e avaliacdo das respostas alcancadas no
projeto de sistemas de controle, a resposta temporal desses sistemas € composta
por duas parcelas: A resposta transitoria e a resposta estacionaria
(PARASKEVOPOULOS, 2002; OGATA, 2010; JAGAN, 2008; DORF e BISHOP,
2011).

e Resposta Transitoria: E a resposta temporal do sistema que compreende
desde o estado inicial ao estado final,
e Resposta Estacionaria: E o comportamento do sinal de saida quando o

tempo t tende ao infinito.

Normalmente, as caracteristicas de desempenho de um sistema de controle
sdo medidas em relacdo ao comportamento da sua resposta transitéria a uma

entrada degrau. Por motivos praticos frequentemente adota-se as condicdes iniciais
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nulas que é o comportamento do sistema em repouso. Antes de atingir o estado
estacionario a resposta transitoria apresenta, geralmente, oscilagbes amortecidas e
alguns parametros devem ser analisados para verificacdo de desempenho. Abaixo
sdo definidos os parametros a serem considerados, Figura 3, em sistemas de
segunda ordem (PARASKEVOPOULOS, 2002; TEWARI, 2002; JAGAN, 2008;
OGATA, 2010):

Figura 3 - ParAmetros a serem considerados na resposta transitoria

c(f)

Allowable tolerance

] ﬂ\ ' 0.05
| ’ I e %\i:// 0_]‘

d

05—

Fonte: Ogata (2010)

e Tempo de Atraso td: Tempo em gue a resposta do sistema leva para atingir
a metade do seu valor maximo;

e Tempo de subida tr: Tempo em que a resposta do sistema leva para atingir
seu valor esperado, 0% a 100% por exemplo;

e Tempo de pico tp: Tempo em que a resposta do sistema leva para atingir
seu valor maximo (pico de sobressinal);

e Maximo sobressinal Mp: E o valor maximo de pico da curva da resposta.
Esse valor aponta diretamente a estabilidade relativa do sistema. Quanto
maior, pior para o sistema pois representa um erro de resposta maior;

e Tempo de acomodacéo ts: Tempo necessario para que a curva da resposta
alcance uma faixa de valor (allowable tolerance) toleravel, normalmente

adotada de 2% ou 5%, em torno do valor final (resposta estacionaria).

Para sistemas de ordem superior a dois (Caso do péndulo invertido abordado

nesse trabalho), a resposta transitoria € a soma das respostas de sistemas de
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primeira e segunda ordem. Para o caso desses sistemas, é necessario uma analise
na funcdo de transferéncia do sistema. Especificamente, nos zeros e polos do
sistema em malha fechada. O tipo da resposta transitéria € determinada pelos polos
de malha fechada, enquanto que, a forma da resposta transitéria € determinada
especialmente pelos zeros de malha fechada. Os polos que possuem efeitos
dominantes sobre o comportamento da resposta transitéria de um sistema, séo
chamados polos dominantes de malha fechada. Esses polos sdo os de maior
relevancia entre todos os outros polos de malha fechada. Geralmente, os polos
dominantes de um sistema s&o dados na forma de um par complexo conjugado. A
andlise de estabilidade a partir da localizacdo dos polos de um sistema, é que se
qualguer um desses polos estiver no semiplano direito do plano s o sistema é
instavel. Portanto, o ganho de um sistema de controle € normalmente ajustado para
gue os polos se situem a esquerda do semiplano complexo s, levando o sistema a
estabilidade (PARASKEVOPOULOS, 200; TEWARI, 2002; OGATA, 2010).

2.2.2 Aco0es de controle PID (Proporcional-Integral-Derivativo)

Atualmente, diversos projetos de sistemas de controle aplicam trés modos de
controle no sistema, cujo resultado € a soma das acdes Proporcional, Integral e
Derivativo (PID). O controle PID é de longe o método mais comum utilizado nos
sistemas de controle, dado que, cerca de 90-95% de todos problemas de controle
podem ser resolvidos com esse método. A utilidade do controle PID esta ligado a
sua aplicabilidade, robustez e facilidade de implementacdo em uma ampla faixa de
operacao (TEWARI, 2002; OGATA, 2010; LEVINE, 2011; DORF e BISHOP, 2011).

O principio desse método € de compensar o erro do sistema quando se
compara a diferenca entre a referéncia adotada e a saida do processo. As trés
acOes de controle PID agem de maneira diferente no erro e cada uma possui um
objetivo de controle diferenciado. A Funcdo de transferéncia que descreve essa
técnica de controle é dada pela equagéo a seguir, e o diagrama de blocos na Figura
4 (SILVA, 2009; PARASKEVOPOULOQOS, 2002):

K 52+&s+ K,
K, K,s+K +Kgs? ¢ K, K, ()
G.(s)=K, +—+K;s= = =
S S s
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1 K
G (s)=K |1+ —=+Tys|,onde T, =—>, T, =%
Ts K, K

Onde,

G.= funcéo de transferéncia do controle PID;
K,= ganho Proporcional;

K;= ganho Integral;

K;= ganho Derivativo;

T;= constante de tempo integral,

T,= constante de tempo derivado.

Figura 4 - Diagrama de blocos do controle PID

KP
ett J & 196 S
£(s) 1 T \s g Ufs)
» K, T,s

Fonte: Paraskevopoulos (2002)

A funcgéo de transferéncia do método de controle PID possui 1 polo na origem
e dois zeros, reais ou complexos conjugados, cuja posicdo dependem dos
parametros K, K;, ou K,, T; e T; conforme a equacdo 2. No dominio do tempo, a
equacado 1 pode ser descrita em funcdo da saida e entrada do sistema na equacgéo
3. Sendo cada termo representado por seu respectivo ganho, proporcional, integral
ou derivativo, atuando na constante de erro (PARASKEVOPOULOQOS, 2002; DORF e
BISHOP, 2011; CASTRUCCI, 2011).

—T, £ T, - 4T T, @)

S, =
2 2T.T,
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_ de(t) 3)
u(t) = K e(t)+ K, [e(t)+ K, o

A acdo de controle proporcional (P), K,,, € responsavel por atuar diretamente

7z

no erro do sistema. Esta € a forma mais simples de compensar um sistema e
consiste na variacdo da constante de ganho de malha aberta. Como esse ganho
funciona como um amplificador de ganho K, essa acdo de controle possui
capacidades limitadas em relacdo a melhorar a performance de um sistema. Quando
aplicada individualmente, as Unicas fungbes permitidas é aumentar ou diminuir o
ganho K. Dessa maneira, quando aumenta-se esse ganho o estado estacionario dos
sistemas diminuem. Porém, quando esse ganho € muito alto, o sistema tende a
instabilidade. Como os objetivos de controle normalmente sédo de diminuir o erro de
estado estacionario e aumentar a margem de ganho de fase, apenas com o ganho
Proporcional (P) esses dois parametros sao conflitantes, ou seja, quando
melhoramos um o outro é prejudicado (BOTTURA, 1982; PARASKEVOPOULOS,
2002; TEWARI 2002; LEVINE, 2011).

A acédo de controle Integral (1), K;, é responsavel por atuar na integracdo do
sinal atuador no sistema. Esse modo de controle € normalmente empregado para
melhorar a precisdo da resposta estacionaria, podendo no entanto, agravar a
resposta transitéria do sistema. Os controladores com acdo integral sao
considerados de controle dinamico, pois suas saidas sdo em funcdo do tempo da
variavel de entrada, ou seja, sua saida € proporcional a integracédo do erro ao longo
do tempo de integracdo. Essa acdo de controle pode ser empregada como um
recurso que “reseta” o termo imposto pelo controlador puramente proporcional, como
também, adiciona um polo na origem da funcéo de transferéncia do sistema. Isso
causa uma alteracdo na estabilidade e velocidade de resposta do sistema, por isso,
normalmente n&o se aplica 0 modo integral sozinho (ASTROM, 2008; OGATA, 2010;
KAGUEYAMA, 2011).

Num controlador de ganho puramente Proporcional aplicado a uma planta
sem integrador, existe um erro de estado estacionario. Dessa forma, caso a resposta
transitoria de um sistema de controle for aceitavel, porém a resposta estacionaria
ndo, pode-se melhorar a resposta do sistema adicionando um ou mais polos na
origem do plano complexo s. O caso mais simples € adicionar um polo na origem e

um zero proximo a origem, aumentando assim o tipo do sistema sem modificar muito
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a sua dindmica. Esse caso representa a acdo de controle Proporcional (P) em série
com a acao Integral (I),K;, criando o comumente chamado compensador
Proporcional-Integral (PI). Com a acéo Integral inserida no sistema um erro positivo
gerado pela acédo Proporcional leva a um aumento do sinal de controle, bem como,
um erro negativo diminui o sinal de controle independente do tamanho do erro.
Portanto, o controle Integral € mais adequado quando a precisdo na resposta
estacionaria de um sistema é prioridade. As consequéncias da insercdo do ganho
Integral pode comprometer a estabilidade relativa de um sistema quando aumenta-
se o tipo do sistema (BOTTURA, 1982; D’AZZ0O e HOUPIS, 2003; JAGAN, 2008).

A acado de controle Derivativa (D), K;, é responsavel por atuar na derivacao
do sinal de erro no sistema. Ou seja, a acdo de controle gerada é proporcional a
taxa de variagcdo do erro no tempo, e por isso, estima a tendéncia de aumento ou
diminuicdo do erro no futuro. Geralmente, pretende-se inserir essa acao de controle
para melhorar a estabilidade do sistema em malha fechada, devido a sua
caracteristica antecipativa, ou, preditiva e corrigir mais rapido o erro. Esse modo so
age quando ha variagdes do erro no tempo, ou seja, se o erro for constante esse
acdo de controle ndo atua. Por esse motivo, esse modo normalmente ndo é
empregado sozinho em um sistema (ASTROM, 2008; OGATA, 2010; KAGUEYAMA,
2011).

Quando o objetivo de controle para um sistema € melhorar a resposta
transitoria através de um controlador de alta sensibilidade, é necesséario modificar o
lugar das raizes para mové-lo mais para a esquerda do eixo imaginario. Essa
técnica pode ser obtida pela adicdo de um ou mais zeros na funcéo de transferéncia
do sistema. O caso mais simples é com a adicdo de um zero, obtido pela
manipulagdo do sinal atuador, produzindo um sinal que é proporcional a magnitude e
a taxa de variacdo (derivada) do sinal. A taxa de variacdo do sinal funciona de
maneira que o sinal de erro dé a informacdo se o sobressinal de um sistema
aumenta ou diminui, ou seja, esse modo de controle funciona de maneira
antecipatoria. Isso significa que essa acao de controle € baseada na extrapolacao
linear do erro com T; unidades de tempo a frente. Essa compensaséo é chamada
Proporcional-Derivativa (PD), pois envolve ambas agGes de controle, K, e K;, sendo
cada uma atuante na sua respectiva funcdo em relacdo ao erro. Uma desvantagem
da insercédo da parcela de controle Derivativa € que o sistema pode produzir uma

corregao “antecipativa” muito alta, antes mesmo, que o erro se torne grande o
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suficiente (BOTTURA, 1982; D’AZZO e HOUPIS, 2003 OGATA, 2010; LEVINE,
2011).

Em muitos casos de controle de sistemas € necessario satisfazer
especificacdes mais exigentes, ou seja, desempenhos satisfatorios tanto na resposta
transitéria como na resposta estacionaria. Para esses casos, é necessario combinar
os efeitos de compensacao de ambos compensadores, Pl e PD, obtendo finalmente
o controle PID. Neste modo de controle o sinal de controle € uma combinacao linear
do sinal atuador mais a integral e derivada desse sinal. Essa combinag&do permite
que o desempenho da agéo proporcional K,,, que sozinha produz demasiado erro de
estado estacionario, em conjunto com as acoes integral K;, que era limitada caso o
tipo do sistema fosse trés ou mais, e derivativa K;, que aumentava as oscilagées do
sistema, possam trabalhar em conjunto para obter desempenhos satisfatérios tanto
na resposta transitéria como na resposta estacionaria (BOTTURA, 1982,
PARASKEVOPOULOS, 2002; JAGAN 2008).

Em resumo, os efeitos das acdes Proporcional, Integral e Derivativa no
desempenho dos sistemas de controle, em relacédo a resposta temporal, séo listadas
abaixo e conforme a tabela 1 (FAJAR, 2013):

e Acdo de Controle Proporcional K,: Reduz significativamente, mas nunca
permanente, o tempo de subida e o erro de estado estacionario;

e Acdao de Controle Integral K;: Elimina o erro de estado estacionario, mas pode
afetar negativamenta resposta transitoria;

e Acdo de Controle Derivativa K;: Aumenta a estabilidade do sistema, reduz o

sobressinal maximo e melhora a resposta transitoria.

Tabela 1 - Efeitos das ac¢des de controle PID na resposta temporal do sistema

Erro de Estado

3 Tempo de Tempo de
Agdo de _ Sobressinal -~ Permanente
controle Subida Acomodacéao
Pouca
K Reduz Aumenta o Reduz
P variacao
K; Reduz Aumenta Aumenta Elimina
l
Pouca Reduz Reduz Pouca variagéo
Ka variacéo

Fonte: Modificada pelo Autor (FAJAR, 2013)



38

2.3 MODELAGEM MATEMATICA PARA SISTEMAS DE CONTROLE

Obter modelos mateméticos que descrevem as caracteristicas de um sistema
fisico e complexo é satisfatorio, pois, geralmente esses sistemas sdo de natureza
continua no tempo e as equacdes matematicas que os descrevem sao as do tipo
diferenciais, sendo possivel utilizar da Transformada de Laplace para simplificar a
solugéo dessas (RIBEIRO, 2007).

Segundo Trivelato (2003), alguns conceitos para modelagem séo:

Modelagem, de forma geral, € a elaboragdo de um modelo para a
representacdo de alguma coisa. Modelo é a representacdo de um sistema
real ou imaginario usando uma linguagem, um meio, € segundo um posto
de vista. O aspecto mais importante de um modelo € a relacdo simplicidade
versus fidelidade. Um modelo é a representacdo do conhecimento e a
principal ferramenta para o estudo do comportamento de sistemas
complexos. Modelar € o primeiro passo para a analise de um sistema de
gualguer natureza e sob qualquer aspecto. Quando o modelo € uma
representacdo valida de um sistema, informacdes significativas podem ser
retiradas sobre sua dindmica ou seu desempenho (TRIVELATO, 2003, p. 6).

A modelagem é um processo muito complexo, mas se torna mais facil se
forem conhecidas as caracteristicas fisicas do sistema, as leis que regem o sistema
e se o erro for quantificavel (TRIVELATO, 2003). O procedimento de descrever um
sistema refere-se ao ato de obter uma expressdo matemética que relaciona
apropriadamente as caracteristicas fisicas do sistema aos componentes do sistema.
Esta relagcdo matemética representa o modelo matematico do sistema, logo, permite
uma analise mais detalhada do mesmo possibilitando determinar a resposta do
sistema para qualquer entrada. Modelar também ¢é (til para outros propdsitos como
o teste de estabilidade e performance (PARASKEVOPOULOQOS, 2002).

Para Astrom (2008) o modelo de um sistema dinamico & a representacio
matematica de um sistema fisico, bioldégico ou de informacdo. Esses modelos
permitem realizar simulagbes para saber como o sistema se comportard conforme
aplicada uma determinada entrada.

Apos ter concluido a parte fisica do sistema de uma maneira significativa para

por o sistema em funcionamento, na maioria das vezes, a proxima etapa a ser
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seguida é o desenvolvimento de um modelo matematico do processo, a fim de
ganhar compreensdo do que se pode suceder na préatica. Geralmente, mais de um
modelo matematico pode ser descrito pelas leis fisicas de um unico sistema. Um
modelo que mais se aproxima do real € aquele desenvolvido de forma mais precisa
possivel para que possa ser usado em simulagfes. Portanto, deve-se atentar para o
fato de que ndo é possivel modelar matematicamente um sistema de forma perfeita
(MANDAL, 2006).

Segundo Felicio (2010), o processo de modelagem de sistemas dinamicos

segue a seguinte ideia:

Sabemos que é praticamente impossivel descrever todos os aspectos de
determinado processo do mundo real. Por isso, temos de decidir quais
caracteristicas considerar e quais ignorar. Esta € a esséncia da arte de
modelar — saber selecionar somente as caracteristicas, dentre muitas
disponiveis, que s8o necessérias e suficientes para descrever 0 processo
com precisdo satisfatéria. O engenheiro tem de se preparar para essa
tarefa. A obtencdo de um modelo valido requer o conhecimento do processo
sob estudo e também das técnicas de modelagem (FELICIO, 2010, p. 2-3).

Ogata (2010) diz que a modelagem matematica de um sistema dinamico é
definida como um conjunto de equacdes que regem a dinamica do sistema com
precisdo ou pelo menos razoavelmente bem, e que para um determinado sistema
nao existe uma unica modelagem matematica para descrever o seu funcionamento.

Para Dorf e Bishop (2011), a abordagem para os sistemas dinamicos pode
seguir as seguintes etapas:

e Definir o sistema de andlise e seus componentes;

e Modelar Matematicamente o sistema e listar as hipoteses possiveis;

e Descrever o sistema em equacdes diferenciais;

e Resolver as equacdes diferenciais em funcdo das varidveis de saida
desejadas;

e Examinar o resultado e as hipo6teses;

e Caso necessario, reformular ou reprojetar o sistema.
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2.3.1 Modelagem no Dominio da Frequéncia

A modelagem no dominio da frequéncia € o procedimento de modelar um
sistema através da sua resposta a sinais sinusoidais e exponenciais. Esta
nomenclatura decorre do fato de que a dindmica do sistema € representada em
termos da frequéncia generalizada s, ao invés da variavel tempo t (ASTROM, 2008).

Na teoria de controle classico os métodos de controle sdo comumente
denominados técnicas de controle do dominio da frequéncia. E atraves das funcdes
de transferéncia sdo descritas as relacdes entre a saida e a entrada desses
sistemas por meio de equagOes diferenciais lineares, invariantes no tempo e com
coeficientes constantes. As equacdes diferenciais que descrevem o comportamento
de determinado sistema dinamico, sdo obtidas utilizando das leis fisicas que o
regem. Por exemplo, se o sistema for mecéanico séo aplicadas as Leis de Newton, se
o sistema for elétrico utiliza-se das Leis de Ohm e Kirchhoff (NISE, 2011,
CASTRUCCI, 2011).

A funcdo de transferéncia fornece uma representacdo completa de um
sistema linear no dominio da frequéncia e uma representacao de facil manipulacao e
andlise de sistemas de controle lineares e complexos. Esse método de
representacdo também permite expressar as mudancas em um sistema por causa
do erro de modelagem, o que € essencial quando se considera a sensibilidade as
variacdes do processo (ASTROM, 2008). A funcdo de transferéncia utilizada para
descrever o comportamento de um sistema, desempenhou um papel muito
importante na area de comunicagéo e no desenvolvimento da teoria do controle na
década de 1930. Elas ainda sdo muito importantes e Uteis nos dias de hoje, pois,
diversas técnicas de controle ainda as utilizam (LEVINE, 2011).

Os modelos de sistemas descritos por funcéo de transferéncia sdo baseados
na transformada de Laplace, e sdo versateis o suficiente para representar sistemas
lineares com parametros constantes. Um sistema com uma Unica entrada e Unica
saida (SISO) pode ser representado por uma unica funcdo de transferéncia, do
mesmo modo que um sistema com diversas entradas e diversas saidas (MIMO),
pode ser representado por um conjunto de funcdes de transferéncia. O uso da
transformada de Laplace para descrever o comportamento de um sistema dinamico
por funcdo de transferéncia deve-se ao fato de que nesse método as equacdes

diferenciais se tornam simples equacgfOes algébricas. O calculo com equacdes
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algébricas se torna bem menos complexo, e gracas a isso foram desenvolvidos
diversos métodos para obter informacgdes sobre sistemas dindmicos com um esforgo
computacional muito baixo no século XX. Esta foi a principal razdo da popularidade
do uso de funcado de transferéncia nos métodos de dominio da frequéncia antes do
desenvolvimento do computador digital (SILVA, 2009).

Da mesma maneira, Dorf e Bishop (2011) ditam que a transformada de
Laplace substitui a dificil resolucdo de equacbes diferenciais por uma menos
complexa em equacdes algébricas. Seguindo algumas etapas, chega-se a solucéo

da resposta no dominio do tempo:

e Obter as equacg0Oes diferenciais que descreve o sistema,;

e Aplicar a transformada de Laplace nas equacdes diferenciais;

e Solucionar a transformada algebricamente resultante para a variavel de
interesse;

e Aplicar a transformada inversa de Laplace na resposta da transformada para

obter a solu¢cdo no dominio do tempo.

Segundo Ogata (2010), a transformada de Laplace é um vantajoso método
para a resolucdo de equacles diferenciais lineares. Através dela € possivel
converter as fungdes comuns trigonométricas, senoidais, exponenciais em funcdes
algébricas de variavel complexa s. Se essa equacao de variavel dependente s for
solucionada, basta utilizar da transformada inversa de Laplace para obter a solucao
da resposta no dominio do tempo. Outras vantagens desse método sdo que é
possivel a previsdo do desempenho do sistema de forma grafica sem a necessidade
de resolver as equacdes diferenciais que o descrevem. E que se resolver a equagao
diferencial tanto a resposta transitoria quanto a de regime permanente podem ser
obtidas simultaneamente.

Utilizar da ferramenta matematica transformada de Laplace facilita e
sistematiza a solucédo de equacdes diferenciais de coeficientes constantes. Uma
desvantagem ao empregar esse metodo € que se for utilizado sem o devido
conhecimento da teoria real envolvida, pode produzir resultados em
desconformidade com o requerido (D’AZZO;HOUPIS, 2003).

Seguindo a mesma ideia apresentada pelos outros autores anteriormente,

Tonidandel e Araujo (2012) descrevem a transformada de Laplace como:
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A transformada de Laplace é amplamente conhecida e utilizada,
principalmente nas ciéncias exatas e engenharias. Encarada como um
“ritual de passagem" pelos estudantes de graduagao, ela pode ser usada
para analise de sistemas lineares invariantes no tempo, tais como circuitos
elétricos, osciladores harmonicos, dispositivos 6pticos e sistema mecanicos.
Nessas aplicacdes costuma-se interpreta-la como transformacdes do
dominio do tempo para o dominio de frequéncias. A vantagem mais
interessante desta transformacdo é que as integracfes e derivacdes
tornam-se multiplicagbes e divisbes. Ela permite fazer a resolu¢do de
equacdes diferenciais em forma de equac¢Bes polinomiais, que sdo muito
mais simples de resolver (TONIDANDEL E ARAUJO, 2012, p. 1).

A transformada de Laplace pode ser definida como (D’AZZO;HOUPIS, 2003):

o0

L[f(9)] = [ f(tyedt = F(s) (4)

0

E a transformada inversa de Laplace da seguinte maneira:
1 o
f(t):Ll[F(s)]:jT j_F(s)estds (5)
o jo

Em que, s =0 + jw é uma variavel complexa, e L é o operador linear de
Laplace.

A funcdo de transferéncia de um sistema de controle representado por
equacao diferencial linear invariante no tempo, pode ser definida como a relacéo
entre a transformada de Laplace da funcéo resposta e a transformada de Laplace da
funcdo entrada, admitindo todas as condi¢des iniciais nulas (OGATA, 2010).
Levando em consideragcao a equacao diferencial de um sistema linear invariante no

tempo genérico, temos a seguinte representacdo matematica:

n n-1 . m m-1 . (6)
Ay, Y+a, Y+...+a,,y+a,y=by x+b Xx+...+b X+b,x n>=m

No qual, y é o sinal de saida e x o sinal de entrada do sistema. Dessa forma,
utilizando da transformada de Laplace (Equacéo 4) nos sinais de entrada quanto no
de saida e considerando todas condi¢fes iniciais nulas, obtemos a funcédo de

transferéncia G (s) a seguir:



43

m

m -1
L[b0 X+b, X+...4+b, X+ bmx}

&(s) = L[Saida]
= - n n-1
L[Entrada] L|:a0n y+a, Y+...+a _y+a, Y} (7)
m m-1
G(s) = Y(s) _bps” +bs™ +...+b,,5+D,

X(s) as"+as"t+...+a ,S5+a

Dessa forma, empregando o conceito da fungcdo de transferéncia, € possivel
representar a dinamica de um sistema de controle por intermédio de uma equacao
algébrica em funcéo de s, de ordem n. O denominador da fungéo de transferéncia é
denominado “polinémio caracteristico”, e quando igualado esse polinémio a 0 (zero)
a funcao é a chamada “equacéo caracteristica” (SILVA, 2009; OGATA, 2010).

Alguns comentarios sobre a funcdo de transferéncia devem ser levados em
conta, pois esse método s6 se aplica para sistemas de equacOes diferenciais
lineares invariantes no tempo, sendo portanto bastante utilizado na analise e projeto
desses sistemas. Alguns importantes comentérios sobre a funcao de transferéncia
sdo (MANDAL, 2006; OGATA, 2010):

7z

e A funcdo de transferéncia de um sistema é um modelo mateméatico que
expressa a relacdo entre o sinal de saida e o sinal de entrada;

e A funcdo de transferéncia € uma caracteristica completamente externa do
sistema, ou seja, independente da funcao de entrada;

e A funcéo de transferéncia tem conteludo suficiente para relacionar a entrada e
a saida do sistema, porém nao inclui informacdes fisicas sobre o sistema.
Nesse caso, diferentes tipos de sistemas fisicos podem ter a mesma funcéo
de transferéncia;

e Se a funcdo de transferéncia de um sistema for previamente conhecida, é
possivel testar diferentes tipos de entrada permitindo o entendimento da
natureza do sistema;

e Caso a fungdo de transferéncia de um sistema nédo for previamente
conhecida, é possivel determina-la experimentalmente aplicando diversas
entradas conhecidas e estudando o comportamento das respostas do

sistema.
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Em geral, os sistemas fisicos que podem ser descritos por equacles
diferenciais lineares e invariantes no tempo podem ser modelados através de
funcdes de transferéncia. A funcao de transferéncia de um sistema também pode ser
representada por um diagrama de blocos genérico, conforme a Figura 5, com o sinal
de entrada a esquerda, a funcdo de transferéncia no interior do bloco e o sinal de
saida a direita (NISE, 2011).

Figura 5 - Diagrama de Blocos Genérico

R(s) (byys™ + by 18"+ -+ byy) C(s)

1. ..
(a,s"+a,_1s" '+ + agp)

Fonte: Nise (2011)

A representacdo de funcbes de transferéncia por diagramas de blocos é
predominante na engenharia de sistemas de controle, devido a facilidade
apresentada pelo método através de diagramas. A definicdo para um diagrama de
blocos, é uma representacdo grafica das funcdes desempenhadas por cada
elemento do sistema e do fluxo de sinais entre eles (OGATA, 2010; DORF E
BISHOP, 2011).

O método de representacdo por diagrama de blocos é uma maneira de
representar a estrutura e as propriedades de um sistema linear, qualquer que seja a
sua complexidade. A etapa inicial de construir um diagrama de blocos, € transformar
o sistema de equacdes assumindo as condi¢cdes iniciais como nulas. Existem
diversas regras de como trabalhar com os blocos e quais operacdes realizar com
eles, mesmo assim, esse método € ainda menos trabalhoso do que realizar
operacOes matematicas com as préprias equacdes diferenciais que regem o sistema
(LEVINE, 2011).

Um sistema de controle é regularmente composto por diversos componentes
e subsistemas. Para o método de representacdo por diagrama de blocos o
comportamento de cada um desses componentes e subsistemas séao representados
por uma funcéo de transferéncia individual inseridas dentro dos blocos. As conexdes
e relacdo entre esses blocos é demonstrada através de flechas que indicam a

direcdo da da informacédo ou fluxo do sinal. Esse método possibilita ter uma viséo
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geral do comportamento do sistema que ndo seria tdo facil a partir de uma
representacdo matematica puramente abstrata (MANDAL, 2006).

Segundo Ogata (2010), no diagrama de blocos as variaveis do sistemas séo
interligadas por meio de blocos funcionais (que sdo as operacfes matematicas que
o sinal de entrada produz no sinal de saida), e que o fluxo do sinal segue o sentido
das setas. Para um sistema existem diversos tipos de representacao por diagramas
de blocos, portanto, depende do tipo de andlise que se quer fazer no sistema. A
combinacédo de funcdes de transferéncia e diagrama de blocos é uma ferramenta
poderosa na teoria de controle. Pois, mesmo funcbes de transferéncia que
relacionam diferentes sinais complexos de um sistema, podem ser facilmente
resolvidos com simples manipulaces da algebra do diagrama de blocos (ASTROM,
2008).

Um modelo de diagrama de blocos para um sistema de malha aberta e um
para sistema de malha fechada sera apresentada a seguir nas Figuras 6 e 7,
respectivamente (MANDAL, 2006):

Figura 6 - Diagrama de blocos de um sistema de controle em malha aberta

R(s) Y(s)
»  G(s) >

Fonte: Mandal (2006)

Figura 7 - Diagrama de blocos de um sistema de controle em malha fechada

R(s) —» G(s) —> Y(s)

Fonte: Prépria do Autor (2017)
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Através da Figura 7, nota-se o somador indicado pelo numeral 1 e o ponto de
ramificacdo indicado pelo numeral 2, propriedades do diagrama de blocos. O
somador indica a operacdo matematica a ser realizada pelos sinais e o ponto de
ramificacdo é o ponto do qual o sinal vem e avanca simultaneamente a outros blocos
ou somadores (MANDAL, 2006).

2.3.2 Modelagem no Dominio do Tempo

Na teoria de controle moderno, utiliza-se de técnicas no dominio do tempo
para modelar as caracteristicas dinAmicas de um sistema. A abordagem no espaco
de estados (habitualmente chamada técnica de controle moderna, ou de dominio no
tempo) constitui um método unificado de modelagem, analise e projeto de sistemas
ndo necessariamente lineares dotados de folga e instabilidade. Além disso, esse
método leva em consideracdo condi¢des iniciais ndo nulas, sistemas variantes no
tempo de mdltiplas entradas e mdltiplas saidas (MIMO) (NISE, 2011).

A modelagem de sistemas dinamicos na teoria de controle moderno é quase
completamente dependente da forma de representacédo no espacgo de estados, pois
€ possivel obter uma solucdo eficiente com o uso de computadores digitais. Na
representacdo por variavel de estado, um sistema de n-ésima ordem é descrito em
equacles diferenciais de primeira ordem, em oposicdo a um unico modelo de
equacado diferencial de n-ésima ordem por funcdo de transferéncia na teoria de
controle classico (MANDAL, 2006).

O projeto de técnicas de controle no espaco de estados é através das
variaveis de estado. Esse método de controle consiste em controlar o sistema
através de um sinal de controle, u(t), que seja em funcéo das diversas variaveis de
estado e da saida medida (DORF e BISHOP, 2011). A teoria do espaco de estados
trata de sistemas dindmicos que retratam a dindmica interna de um determinado
processo fisico, como também, a interacdo desse processo com o mundo exterior.
Essa teoria utiliza de matrizes para descrever o comportamento dos sistemas de
controle. Tornando mais simples a descricdo da equacao diferencial que rege o
comportamento do sistema dinamico (FIROOZIAN, 2009).

A tendéncia dos sistemas de controle sdo de aumentar a complexidade
devido a necessidade dos sistemas requeridos hoje em dia de realizar tarefas que

exigem alta precisdo. Devido a essa necessidade, a teoria de controle moderno tem
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sido desenvolvida desde os meados de 1960. Essa teoria € baseada na concepcao

de estado, e alguns conceitos se forem conhecidos torna menos dificil o
entendimento dessa teoria (OGATA, 2010):

Estado: O estado de um sistema € uma estrutura matematica que contém n
variaveis xi,x,,xs,...,x, denominadas varidveis de estado, tais que, as
condigOes iniciais x;(t,) € as entradas u;(t,) sao suficientes para descrever
especificamente a resposta futura do sistema (D’AZZ0O; HOUPIS, 2003);
Variaveis de Estado: As variaveis de estado de um sistema dindmico séo
aquelas gue compdem o0 menor conjunto de variaveis capazes de determinar
o0 estado de um sistema. Essas variaveis ndo necessitam ser fisicamente
mensuraveis ou observaveis, mas na pratica, para um sistema de controle
otimo é requerido que todas as variaveis de estado sejam facilmente
mensuraveis (OGATA, 2010);

Vetor de Estados: Vetor composto pelas n varidveis de estados que
descrevem o comportamento de um sistema (GOPAL, 2003);

Equacbes de Estados: Um conjunto de equacdes diferenciais simultaneas
de primeira ordem com n variaveis de estados (NISE, 2011);

Espaco de Estados: E definido como o espaco n-dimensional em que os
componentes do vetor de estado representam seus eixos de coordenadas.
Sendo possivel qualquer estado ser representado por um ponto no espaco de
estados (TEWARI, 2002);

Trajetoria dos Estados: E definida como o percurso gerado no espaco de
estados pelo vetor de estado x(t), conforme ele muda no tempo. Para o caso
bidimensional, o espaco e a trajetoria do estado séo o plano e a trajetéria de
fase, respectivamente (D’AZZO; HOUPIS, 2003).

A abordagem do dominio do tempo também pode ser usada para sistemas

modelados pelo dominio da frequéncia. Essa alternativa permite o projetista de

sistemas de controle outra perspectiva para o sistema que se quer controlar. Embora

as técnicas de controle no espaco de estados possam ser aplicada em uma

diversidade de sistemas, ndo séo tao intuitivas quanto a abordagem no dominio da
frequéncia (NISE, 2011).
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Na representacdo por espaco de estados, as equacdes de estados sao
sempre de primeira ordem independentemente da ordem do sistema ou do numero
de entradas e saidas. Isso gera uma enorme vantagem para 0os métodos de espaco
do estado, pois ndo distinguem formalmente os sistemas de entrada e saida Unicas
dos sistemas multivariaveis. Permitindo uma andlise e controle eficientes de
sistemas multivariaveis com a mesma facilidade que para sistemas de varidveis
anicas (TEWARI, 2002).

A analise em espaco de estados envolve trés variaveis, a de entrada, a de
saida e a de estados. A representacdo de um sistema no espaco de estados nao é
Unica, mas o numero de variaveis de estado é o mesmo para qualquer tipo de
representacdo. Para sistemas controlados pelo espaco de estado, o sistema deve
conter elementos que memorizem o valor de entrada para t > t;. Nesse caso, sédo
utilizados integradores que servem como dispositivos de memodria, e o sinal de saida
deles podem ser escolhidos como variaveis de estado. O numero de variaveis de
estado necessérias para representar por completo o comportamento de um sistema
dindmico é igual ao numero de integradores que compdem o sistema (OGATA,
2010).

Uma explicacdo mais sintetizada sobre a modelagem por espaco de estados
€ dada por Silva (2009), em que a palavra "estado" refere-se a condicdo dinamica de
um sistema, e € um vetor que traca uma trajetdria no espaco-estado. Uma descricao
completa do estado exige todas as variaveis relacionadas a evolucdo temporal da
resposta desse sistema. O espaco de estados é associado com a definicdo de que
um sistema de segunda ordem requer um espaco bidimensional, um sistema de
terceira ordem requer um espaco tridimensional e assim por diante.

Segundo Ogata (2010), define-se a equacdo no espaco de estado seguindo
algumas etapas. Supondo um sistema com multiplas entradas e multiplas saidas
com n integradores, r entradas u, (t), u,(t),..., u,.(t), msaidas y;(t), y(t), ... , ¥ (t)
e as n saidas dos integradores como variaveis de estado x;(t), x,(t),..., x,(t).

Entéo, o sistema € representado pela equacgéo a seguir:
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X (t) = £ (X, X, .., X5 Up, Uy, .e, U E)

1My 1Y

X, (t) = (X, X;,.0, X3 U, Uyyeen U5 T) (8)

x'n(t) = (X, X500, X5 Up, Uyyen, U E)
E as saidas do sistemas, sdo descritas matematicamente por:
Y1 () = 90 (X0, Xg0ee ey XUy Upy ey U5 E)
‘yz(t):gz(xl,xz, XU, Uy, U st) (9)

ym(t): gm(xl’XZ""’Xn;ul’u2""’ur;t)

Na forma matricial descreve-se as Equacdes 8 e 9 nas equacdes a seqguir:

Xl(t) fl(xl7X21 . n1u1’u2’ ’ur’t
X, (t fo (X, X,,.. ,xn,u Uy,...,U,,t
X(t): 2:() ’ f(X,U,t): 2( 1172 : (10)
X, (1) £ (X Xy, ey XUy, Uy,yea, U
y, (1) 01 (X, X yen ey X5 U, Uy, .y U u, (t)
t Xiy Xy yeens n,u,u peen Ut u,(t
y(t): yzz() ,g(x,u,t): gz( 112 | 1042 ,u(t): 2:() (11)
y,(t) 0, (X, Xy,eoey X 5Up Uy, U u,(t)
Dessa forma, encontra-se:
x = f(xu,1) (12)

(13)
y(t) = g(x,u,t)
No qual, a Equacéo 12 € a equacao de estado e a Equacédo 13 é a equacao
de saida. E caso as funcdes vetoriais f e g envolverem explicitamente o tempo t,

entdo o sistema é dito variante no tempo. Linearizando as Equacfes 12 e 13 em
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torno de um ponto de operacdo, tém-se as seguintes equacgOes linearizadas
(OGATA, 2010):

x= ADX(t) + BOu(t) (14)

(15)
y(t) = C(O)x(t) + D(t)u(t)
Onde, A(t) € a matriz de estado, B(t) € a matriz de entrada, C(t) € a matriz
de saida e D(t) a matriz de transmisséo direta.
Se as func¢bes vetoriais f e g ndo envolverem o tempo t explicitamente, entao
o sistema é do tipo invariante no tempo e as equacfGes 14 e 15 podem ser
simplificadas nas equacdes a seguir (WILLIANS Il e LAWRENCE, 2007):

X = AX(t) + Bu(t) (16)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (17)

Assim, a Equacdo 16 é a equacao de estado para um sistema linear
invariante no tempo (LTI), e a Equacao 17 é a equacao de saida para esse mesmo

sistema. A Figura 8 a seguir, descreve as Equacdes 16 e 17 por diagrama de blocos:

Figura 8 — Representacao por diagrama de blocos de um sistema modelado por espacgo de estados

= D

XO_*
u®) | g + o~ (1) J. ol - + N
+

Fonte: WILLIANS II; LAWRENCE, 2007
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2.4 TECNICAS DE CONTROLE E ANALISE DE ESTABILIDADE PARA
SISTEMAS DE CONTROLE

Para esse trabalho, a analise do desempenho dos sistemas de controle
desenvolvidos serdo por meio de técnicas dos dominios da frequéncia e tempo. Para
o sistema regulador modelado por funcdo de transferéncia e diagrama de blocos, as
andlises de desempenho e estabilidade seréo feitas pelo Critério de Estabilidade de
Routh-Hurwitz. Para o servossistema modelado por espaco de estados, o método de
alocacédo de polos adotado garante a estabilidade do sistema com a alocagéo dos
polos e a matriz de ganho K adequadas, para sistemas de estado completamente
controlavel. Para encontrar a matriz de ganho K, nesse trabalho, sera utilizado o
método de substituicdo direta. Um critério que também serd adotado, que funciona
para ambos dominios do tempo e da frequéncia, é o efeito da localizacdo dos polos

nos sistemas de controle.

2.4.1 Estabilidade de sistemas de controle: Efeitos da localizagcdo dos polos

A andlise do desempenho e estabilidade de um sistema de controle, é
possivel de ser feita pela simples investigacdo sobre a localizacdo dos polos da
equacdao caracteristica do sistema. Dependendo da localizacdo dos polos, o sistema
apresenta um diferenciado tipo de resposta. Conforme os seguintes topicos e da
Figura 9, define-se (TEWARI, 2002; NISE, 2011; FRANKLIN et al, 2013):

Figura 9 - Estabilidade em relacéo a localizacdo dos polos

4 Im(s)

ESTAVEL INSTAVEL

e

N

SPE SPD

>
»

Re(s)

Fonte: Franklin et al (2013)
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e Se a parte real de todos os polos sdo negativas o sistema € dito
assintoticamente estavel;

e Se qualquer polo possui uma parte real positiva o sistema é declarado
instavel;

e Se todos os polos do sistema possuirem parte reais menores ou iguais a zero

0 sistema é chamado estavel, mas, ndo assintoticamente estavel.

2.4.2 Método de Alocacédo de Polos

Para Gopal (2003), o projeto de sistemas de controle no dominio do tempo
pode ser feito pelo método de alocacéo de polos. De certa maneira, esse método é
similar ao método do Lugar das Raizes, desenvolvido por W. R. Evans, que aloca os
polos dominantes de malha fechada nas posi¢des pretendidas. A diferenca € que no
método de alocacdo de polos, alocamos todos os polos de malha fechada na
posicdo desejada. No método de alocacdo de polos, o objetivo € alocar os polos
(mais especificamente os autovalores) do sistema de modo que o sistema se
comporte da maneira desejada (em relacdo a estabilidade, velocidade de resposta,
entre outros critérios) (SILVA, 2009).

Para aplicacdo do método de alocacdo de polos € necessario que todas as
variaveis de estado do sistema sejam medidas com éxito e que estejam acessiveis
para retroacdo, ou seja, é requerido que o sistema seja completamente controlavel
para que os polos de malha fechada possam ser alocados em qualquer posicao
desejada por meio de uma realimentacéo de estado, aplicando uma matriz de ganho
adequada (DORF e BISHOP, 2011; NISE, 2011). Considerando um sistema de
controle linear e invariante no tempo, com todas varidveis disponiveis para
realimentacdo, representado no espaco de estados pela seguinte equacao
(PARASKEVOPOULOS, 2002; OGATA, 2010):

X = AX + BU (18)
No qual,
e X = vetor de estado (vetor n)
e Yy =sinal de saida (Escalar)
e U =sinal de entrada (Escalar)

e A = matriz constante n X n



53

e B = matriz constante n X 1

Um dos meétodos para verificar se o sistema € de estado totalmente
controlavel é realizar uma analise através da matriz de controlabilidade M conforme
a equacao (TEWARI, 2002; OGATA, 2010; DORF e BISHOP, 2011):

M=[B AB ... A™B]_ (19)

O sistema sera de estado completamente controlavel, caso essa matriz seja
N&o-Singular. Ou seja, todos n vetores colunas devem ser linearmente
independentes. Se isso for atendido, o posto da matriz M serd n e o determinante da
matriz M deve ser diferente de zero (GOPAL, 2003; OGATA, 2010).

Aplicando um sinal de controle linear com realimentacdo de estados u
(Equacéo 20) na equacdo de Estados (Equacdo 18). Entdo, o sistema de malha
fechada é dado pela equacdo homogénea (Equacéao 21):

U = —Kx (20)

X =(A-BK)x(t) (21)
Isso quer dizer que o sinal de controle u é definido por um estado instantaneo,
e esse esquema é determinado realimentacdo de estado. A matriz K de posto 1 X n
€ a matriz de ganho de realimentacdo de estado. O objetivo de controle para esse
caso é encontrar a matriz K tal que se possa alocar os polos de malha fechada do
sistema na posicéo desejada (GOPAL, 2003; OGATA, 2010).

A solucéo para a equacao 21 é dada por:

x(t) = e ®x(0) (22)

Onde x(0) € o estado inicial gerado por um disturbio externo. Os autovalores
da matriz (A — BK) determina a estabilidade e a caracteristica temporal do sistema,
sendo que, se essa matriz for escolhida corretamente podera ser assintoticamente
estavel. Sendo assim, podera fazer x(t) tender a zero, para todo o valor de x(0) > 0
e t tendendo ao infinito (SILVA, 2009; OGATA, 2010).
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Basicamente, esse método consiste em modificar os polos originais do
sistema através da realimentacdo das varidveis de estados. O sistema fica
controlado apos aplicar um ganho K, de modo que ap0s a realimentacdo os polos se
tornem as saidas do sistema. A matriz de realimentacdo K pode ser obtida por trés
maneiras: o0 Método de Substituicdo Direta, o Método da Transformacéo da Matriz T
ou pela Férmula de Ackermann (GOPAL, 2003; JAGAN, 2008; OGATA, 2010).

Para exemplificacdo do método que sera utilizado nesse trabalho, considera-
se o sistema de controle (Equacdo 18), o sinal de controle (Equacdo 20) e a
equacao homogénea (Equacéo 21).

O método adotado nesse trabalho para encontrar a matriz de ganho K sera o
método de substituicdo direta. Para aplicacdo desse método, considera-se o

exemplo a seguir adotando n = 3 a matriz de ganho K de realimentacéao é:

K= [kl kz ks] (23)

Substituindo a matriz K no polinbmio caracteristico:

st — A+ BK| =(s— 4, (5 — 11, )(s — 115 (24)

Nota-se que ambos os lados da Equacéo 24 sdo dependentes da variavel s.
Sendo assim € possivel determinar os valores de k;, k, e k; igualando os
polinbmios. Esse método € conveniente quando n < 3, para valores maiores esse

método se torna bastante trabalhoso (WILLIANS 1l e LAWRENCE, 2007; OGATA,
2010).

2.4.3 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz indica se existem ou néo raizes instaveis em uma
equacao polinomial, no caso dos sistemas de controle, na equacao caracteristica.
Esse método de estabilidade apresenta a vantagem de dispensar o calculo explicito
dos polos do sistema de malha fechada. Usando este método podemos dizer
guantos polos do sistema de malha fechada estdo no SPDC (Semiplano Direito
Complexo), SPEC (Semiplano Esquerdo Complexo) ou sobre o eixo imaginario.

Portanto, esse critério estabelece quantos, mas nao onde o0s polos estao
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localizados. Esse método é bastante utilizado ainda nos dias de hoje, devido a
possibilidade de trabalho com equacdes simbdlicas (ndo numéricas) (DORF e
BISHOP, 2011; NISE, 2011; FRANKLIN et al, 2013).

Considerando a funcéo de transferéncia, genérica, da equacao a seguir:

CY(s) bys"+bs" +...+b, S+b, (25)
X(s) as"+as"t+...+a ,S+a

G(s)

a equacao caracteristica é:
a(s)=a,s" +a,s"" +a,s"* +---+a, ,s+a, (26)
Segundo Franklin et al (2013), algumas afirmacdes, baseada na condicao
abaixo, sobre a estabilidade do sistema podem ser feitas sem calcular as raizes do

polinémio.

e Condicao: Uma condicdo necessaria, considerando a equacgao caracteristica
do sistema (Equacado 26), para a estabilidade do sistema é de que todas as
raizes tenham parte reais negativas, ou seja, que todos os coeficientes a;
sejam positivos. De outro ponto de vista, Dorf e Bishop (2011) afirmam que se
todos as raizes estiverem no semiplano esquerdo complexo, todos os
coeficientes devem ter o mesmo sinal. Isso implica que, se algum dos
coeficientes for nulo (ndo existir) ou for negativo, entdo o sistema tera polos

fora do Semiplano Esquerdo Complexo (SPEC), logo, instavel.

7z

Essa condicdo é necesséria, porém, ndo é suficiente para garantir que o
sistema seja estadvel. Caso essa condicdo nao for satisfeita, o sistema € de
caracteristica instavel e ndo € necessario continuar com a analise. Todavia, se a
condicdo for atendida segue-se 0 método com as proximas etapas. Inicialmente
esse metodo era desenvolvido em termos de determinantes, porém, atualmente
existe a formulacdo de um arranjo em forma de tabela que o torna menos
trabalhoso. A condicdo necessaria e suficiente para garantir a estabilidade do
sistema é de que, analisando o arranjo da equacao 27, todos os coeficientes da
coluna “1” da matriz tenham sinais positivos (DORF e BISHOP, 2011; NISE, 2011,
FRANKLIN et al, 2013).
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¢, ¢ ¢ ¢ - (27)

No qual, deve-se realizar o calculo para encontrar os coeficientes
desconhecidos. Esse calculo funciona de modo padréo, para todos os coeficientes,
como uma multiplicacéo cruzada e diviséo pelo primeiro elemento, conforme definido
(OGATA, 2010; DORF e BISHOP, 2011; NISE, 2011; FRANKLIN et al, 2013):

b = a,a, _aoas b, = a,a, _aoas b, = alae _aoa7 _ b1a3 _ale
1~ l 2 I} 3 — ] Cl -
a, a, Q b1

Esse processo, continua até que a ultima linha seja completada. Essa matriz
na forma completa é triangular. O critério de Routh-Hurwitz afirma que o nimero de
raizes com parte real positiva € igual ao numero de mudangas no sinal da coluna “1”
da tabela. Esse critério requer que ndo haja troca de sinais na primeira coluna, ou
seja, todos os coeficientes mantenham os sinais positivos para que o sistema seja
estavel. No entanto, caso ocorra mudancas nos sinais (nem todos elementos séo
positivos), 0 numero de raizes no semiplano direito complexo é determinado pela
guantidade de mudancas que ocorrem (MANDAL, 2006; DORF e BISHOP, 2011,
NISE, 2011; FRANKLIN et al, 2013).

Por exemplo, considerando a seguinte equacdo como a equacao

caracteristica de um sistema, verificaremos sua estabilidade:

353 +552+2s+4=0 (28)

Arranjando essa equacao pelo critério de Routh-Hurwitz, tem-se:
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st | 2222 (29)

s°=3
2_ 5
S =5 (30)
st=——
- 5
S =4

Realizando a andlise nessa coluna, observa-se que nem todos o0s

coeficientes sdo positivos. Dessa forma, houve a mudanca de sinais duas vezes. A

primeira mudanca foi do valor positivo (+5) para o valor negativo (— 2/5) e a segunda

foi do valor negativo (— 2/5) para o valor positivo (+4). Isso implica que ha dois polos

do sistema no semiplano direito complexo, logo, o sistema é instavel.

Quando os coeficientes da primeira coluna néo sdo nulos, utiliza-se os passos
apresentados acima. Porém, existem os chamados casos especiais no qual é
necessario uma abordagem diferente (OGATA, 2010; DORF e BISHOP, 2011; NISE,
2011).

O primeiro caso especial € quando apenas o primeiro elemento em uma das
linhas é zero. Segundo Nise (2011) se o primeiro elemento de uma linha for zero, a
divisdo por zero, gue seria necessaria para formar a proxima linha, ndo € possivel de
ser feita. Para evitar esse fenbmeno uma constante de valor pequeno e positivo,
€ >0, é atribuida para substituir o zero na primeira coluna. ApGs encontrar os
coeficientes, analisa-se a estabilidade tomando o limite € — 0.

Por exemplo, considera-se a equacédo (OGATA, 2010):

$¥+25°+5+2=0 (31)

A matriz dos coeficientes é:
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s 1
s? 2
g |@n-02)_ o 0 (32)
2 2
o| (2-20)_,
&

Se os sinais acima e abaixo da constante ¢ sao idénticos, isso significa que
esse sistema possui um par de raizes imaginarias (OGATA, 2010).

O segundo caso especial € quando todos os coeficientes de uma linha
calculada forem iguais a zero. Isso implica que a equacéo caracteristica possui um
par de raizes complexas conjugadas ou duas raizes reais de igual valor e sinais
opostos. Para resolver esse problema, utiliza-se um polinémio auxiliar no lugar da
linha de zeros. O polinbmio auxiliar € a derivada de primeira ordem do polinémio da
linha que precede a linha de zeros (DORF e BISHOP, 2011; NISE, 2011; FRANKLIN
et al, 2013).

Por exemplo, considera-se a equacédo a seguir (FRANKLIN et al, 2013):

s° +55% +115° + 235% + 285 +12 = 0 (33)

A matriz dos coeficientes é:

s° 1 11 28
st 5 23 12
s 64 256 0
% 3 12 (34)
st 0 0
Novo[ Js* | 6 0
s° 12

Para encontrar o polindmio auxiliar, conforme ja apresentado na Equacéo 34,

aplica-se a derivada na Equacao 35 encontrando o novo polinémio (Equacéo 36):
a(s)=3s* +12 (35)
da(s)

—— =65 36
ds (36)
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Como na primeira coluna ndo houve mudanca de sinal, pode-se concluir que
todas as raizes desse sistema possui parte real negativa, exceto, pelo par conjugado
no eixo imaginario com parte real nula (FRANKLIN et al, 2013).

2.5 PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

O sistema fisico do péndulo invertido sobre carro pode ser representado num
plano bidimensional por uma haste acoplada a uma base (Figura 10), nesse caso 0
carro. Cabe ressaltar, que o0 movimento desse sistema fica restrito apenas ao plano
da pagina. A haste do péndulo € propensa a cair para a esquerda ou direta a
qgualquer momento, caso nao seja aplicada uma forca de controle no sistema. Uma
situacado pratica que ilustra o problema do péndulo invertido, é a simples brincadeira
de tentar equilibrar uma vassoura ou lapis na palma da méo, que para nao deixa-los
cair € necessario movimentar a mao de um lado para o outro criando uma forca de
controle que se opde a instabilidade da haste (DORF e BISHOP, 2011; OGATA,
2010).

Figura 10 - Sistema do péndulo invertido sobre carro
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Fonte: Autoria propria (2017)

Ribeiro (2007), dita os mesmos conceitos sobre o péndulo invertido de um

seguinte ponto de vista:
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Um péndulo invertido tipico é um dispositivo fisico que se consiste de uma
barra cilindrica, usualmente metalica, a qual é livre para movimentar em
torno de um ponto fixo. Esse ponto € montado em um carro que por sua vez
é livre para mover na direcdo horizontal. O carro é acionado por um motor
gue pode exercer uma forca variavel no deslocamento do mesmo. A haste
naturalmente tende a cair, pois sua posicdo vertical € uma condicdo de
equilibrio instavel. Usa-se uma malha de controle com o objetivo de
estabilizar a haste do péndulo na posicdo vertical. Isso é possivel
exercendo-se uma forca através do movimento do carro que tende a
contrabalancar a dindmica natural do péndulo. A intensidade da for¢ca pode
ser controlada a partir da informacdo da posicdo angular da haste
(RIBEIRO, 2007, p. 16).

O intuito do sistema de controle para o péndulo invertido € manter a haste na
posicdo vertical. No qual a sua ponta livre seja voltada para cima e a base
movimentada com a devida for¢ca de controle para compensar 0 movimento instavel
da haste, ou, caso o sistema sofra uma perturbacéo externa (ERNESTO, 2015).

O valor tedrico do sistema péndulo invertido vem do fato desse ser um
sistema ndao linear, relativamente complexo e de comportamento instavel em malha
aberta. O sistema pode ser descrito por equacdes diferenciais, tornado possivel
linearizd-lo em torno de um ponto de equilibrio. Os varios tipos de modelagem e
simulacdo de técnicas de controle que esse sistema permite o torna um importante
objeto de estudo na area de controle. Além dessas caracteristicas, o que torna o
estudo do péndulo invertido ainda mais interessante sdo as inimeras aplicacdes
praticas (KAFETZIS e MOYSIS, 2017).

Segundo Vendramini e Silva (2010), o problema do péndulo invertido mesmo
representa inUmeras situacdes praticas que podem ser analisadas pelos mesmos
conceitos que envolvem a dinamica desse sistema. Situacfes como o veiculo de
transporte humano — Segway, transporte automatico incluindo sua utilizacdo para
deficientes fisicos, guindastes especiais, lancamento de foguetes, robds autbnomos,

entre mais.

2.5.1 Resenha Bibliografica: Técnicas de controle aplicadas ao sistema do
péndulo invertido

Nas bibliografias da teoria de controle existem diversos sistemas de
referéncia na area de robdtica e automacéo de sistemas, que sao frequentemente

utilizadas para o ensino e pesquisa de técnicas de controle e modelagem para
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satisfazer as necessidades dos sistemas no dia a dia, com determinada precisao e
eficiéncia. Dentre esses diversos sistemas de referéncia o caso do péndulo invertido
€ de grande relevancia mesmo contendo caracteristicas construtivas simples. Esse
sistema o0s pesquisadores tém tentado resolver em todo o mundo durante muitas
décadas. Todavia, existem diferentes versdes desse sistema que oferecem grandes
desafios para o controle dos mesmos como nos casos do péndulo invertido sobre
carro, péndulo invertido duplo, péndulo invertido triplo e péndulo invertido quadruplo
(BOUBAKER, 2012). Historicamente, o principio do sistema do péndulo invertido foi
usado pelos sismoélogos no design de um “sismdmetro” em 1844 na Gra-Bretanha,
pois, o sistema montado em um fio rigido é completamente instavel e pode sentir
qualquer vibracdo (KRISHNAN, 2012).

Ainda bem antes dessa época, 0 interesse pelo comportamento dos
péndulos, mais especificamente, o calculo dos tempos de oscilacdo diz respeito a
observacao feita por Galileu Galilei (1564-1642). A lenda de como Galileu descobriu
o isocronismo do péndulo simples € de origem suspeita, um apécrifo, mas nao tira o
crédito de como o péndulo e suas derivagdes influenciam grandemente até nos dias
de hoje. A descoberta cientifica da propriedade do péndulo simples foi a primeira
dentre inUmeras importantes realizacdes feita por Galileu. O péndulo, depois de
diversos estudos e experimentos, possibilitou regular o fluxo do tempo e sua
primeira aplicacdo como um dispositivo de temporizacao foi feita na medicina, para
determinar a taxa de pulso de pacientes. Nesse caso, o péndulo foi empregado para
medir o tempo do batimento do pulso, em si, e do tempo em que ndo se sente 0
batimento (NEWTON, 2004).

Posteriormente, Christian Huygens e Robert Hooke deram continuidade nos
estudos sobre o péndulo simples para utilizacgdo como medidor de tempo
(FERNANDEZ-CARA;ZUAZUA, 2003). Durante muito tempo o péndulo foi o
instrumento mais confiavel para medir o tempo. Porém, devido ao desenvolvimento
de técnicas mais precisas como as oscilagbes atdbmicas ou eletrdnicas ele veio a ser
substituido (RIBEIRO, 2007). O péndulo é um sistema simples, mas seu
comportamento pode ser substancialmente complexo, e para uma compreensao
detalhada é requerido uma base matematica avancada para prosseguir com as
deducdes. Felizmente, os resultados das andlises sdo normalmente mais acessiveis

para compreensao (POOK, 2011).
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Retornando ao caso em especial do péndulo invertido, existem diversos
artigos, teses, trabalhos, livros que modelam, aplicam e simulam técnicas de
controle para obter o comportamento do sistema controlado. Seguindo esse
contexto, diversas pesquisas de técnicas de controle foram estudadas e
desenvolvidas para o sistema do péndulo invertido desde o periodo de 1950, com
atencao especial para o modelo do péndulo invertido sobre carro. (BOUBAKER,
2012).

A primeira investigacdo sobre esse caso foi feita por Roberge (1960). Em sua
obra “THE MECHANICAL SEAL” é apresentado o desenvolvimento e construcdo de
um servomecanismo para controlar uma vassoura na posicado invertida e os
compensadores que a técnica necessitou para controlar o sistema. Os resultados
alcancados foram de que em operagao normal, sem qualquer perturbacao externa, a
base da vassoura oscilava aproximadamente a lrad/seg. Conforme simulado e
experimentado na pratica, concluiu-se que se o sistema ndo sofresse qualquer
perturbacdo externa ele poderia operar por aproximadamente trés horas sem notar
qualquer caracteristica de instabilidade.

No final das décadas de 1960, o péndulo invertido sobre carro foi abordado
por autores de livros classicos na area de controle como Dorf (1967) e Ogata (1970).
Desde entédo, nas diversas edi¢cdes dos livros, de ambos os autores, o sistema do
péndulo invertido tem feito parte na didatica de técnicas de controle (LUNDBERG,
2009). Autores como Schaefer e Cannon (1967), Mori e al (1976), Maletinsky et al
(1981), Meier et al (1990) utilizaram o caso do péndulo invertido para demonstrar o
comportamento de um sistema instavel em controle linear (ASTROM e FURUTA,
1996).

Oppenheim (1987) abordou o sistema do péndulo invertido sobre carro em
um curso ministrado de sinais e sistemas como exemplo de sistemas com retroagao.
O método de controle adotado foi o controle PD regulador em resposta a uma
entrada com retroacdo constante do valor do angulo, com objetivo de projetar uma
aceleracdo de controle no carro e estabilizar a haste na posi¢éo vertical. A técnica
utilizada para verificar a estabilidade do sistema foi o Método do Lugar das Raizes.
Em malha aberta foi comprovado que o sistema é instavel por conter um polo no
semiplano complexo positivo. A primeira etapa para tentar estabilizar o sistema foi
pela aplicacdo do controle Proporcional na malha do regulador, a fim de controlar o

sistema simplesmente aplicando um ganho proporcional ao angulo medido. O
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resultado dessa aplicacao foi de que para um ganho negativo o polo no semiplano
complexo positivo movia-se mais ainda para a direita, tornando o sistema mais
instavel que antes. E se o ganho fosse positivo, 0s polos moviam-se em direcdo a
origem e viajavam pelo eixo complexo tornando o sistema oscilatorio.
Posteriormente aplicou-se o ganho puramente Derivativo, com objetivo de acelerar o
carro mais rapido caso o deslocamento angular crescesse rapidamente. O resultado
disso foi que para um ganho negativo o sistema continuava instavel, e para um
ganho positivo o sistema chegava a ser mais estavel, porém, nunca estabilizaria por
completo. Por fim, foi implementado em conjunto os ganhos Proporcional e
Derivativo na malha do sistema. Os resultados alcan¢ados tanto por meio do método
do Lugar das Raizes quanto na pratica, foi de que para determinados valores de
ganhos o sistema se estabiliza.

Anderson (1989) utilizou de Redes Neurais para aprender a controlar o
sistema do péndulo invertido. Sendo apresentado para a técnica de controle apenas
os valores e intervalos das variaveis de estado da planta e que um sinal de falha
negativa deve ser maximizado ao longo do tempo. O método de aprendizagem
supervisionado ndo pode ser aplicado a sistemas em que a saida desejada néo é
conhecida, como nesse caso o do péndulo invertido. Dessa forma, um método de
aprendizado por refor¢o foi aplicado. Esse método cria duas redes de camadas
Gnicas, uma sendo a rede de acdo e outra a rede de avaliacdo. A rede de acgéo
aprendeu apenas duas saidas, mover o carro para a esquerda ou direita. A rede de
avaliacdo aprendeu o valor esperado pelo método da previsao, descontando valores
de futuros sinais. A dificuldade encontrada foi de que o processo de aprendizagem
por meio de experiéncias adquiridas sem retroalimentacao ser bastante complexo.

Astrom e Furuta (1996) aplicaram estratégias simples para levantar a haste
do péndulo invertido na posicéo vertical utilizando um método baseado no controle
de energia. O sistema foi descrito por uma equacéao diferencial contendo o angulo e
a variacdo do angulo como variaveis. A equacdo de energia para o sistema do
péndulo invertido foi entdo descrita em termo do sistema sem controle. Essa
estratégia de controle € baseada em né&o controlar a posicdo ou velocidade
diretamente, e sim controlar a energia do sistema. Dessa maneira, € aplicada ao
sistema em repouso a energia correspondente da posi¢cdo de equilibrio vertical
levantando assim a haste do péndulo. Os resultados foram de que esse método é

uma estratégia convincente de levantar a haste do péndulo invertido na posicao
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vertical. Sendo o comportamento do sistema dependente criticamente de uma
variavel, a aceleracdo maxima do eixo (pivd). Foram apresentadas as faixas de
valores dos desempenhos de sistemas que atendem aos requisitos de projeto.

Drummond, Oliveira e Bauchspiess (1999) apresentaram um trabalho do
estudo de controle do sistema do péndulo invertido utilizando Rede Neural de Base
Radial (RBF), na pratica e em ambientes computacionais como o Matlab® e
Simulink®. Nesse caso, a propria rede neural inserida na malha do sistema era o
controlador. Os resultados obtidos pelo controle por RBF foi comparado com
controlador classico Pl e com o controlador Fuzzy. As conclusbes foram de que os
controladores RBF e Fuzzy apresentaram desempenho de controle similares, sendo
mais robusto do que o controle classico. Pois, o controlador Pl ndo teve um
desempenho tdo satisfatorio quanto os outros.

Na Universidade Federal Fluminense em Niter6i, RJ, Brasil um protétipo do
sistema do péndulo invertido sobre carro foi desenvolvido por Noronha et al (2000)
como uma atividade de ensino através da didatica aprender fazendo. O controle
empregado para o sistema foi PID, empregado digitalmente. Os resultados obtidos
foram de que em teoria 0 projeto de controle ndo delimitava restricbes a tensdo
aplicado sobre o motor, resultando em sobretensdo no motor e tempos de resposta
extremamente reduzidos. ApOs esses resultados, buscou-se otimizar o projeto
aplicando valores de ganhos mais realistas com o equipamento empregado. Como
conclusao final do trabalho, foi dito que o desenvolvimento de um prototipo fisico
permite aos integrantes ganhar um alicerce tedrico e pratico de grande valia na
teoria de controle.

Oliveira et al (2002) modelou e implementou um projeto de controle para o
sistema fisico do péndulo invertido sobre carro. O protétipo foi construido pelo
conjunto de um carrinho que se movia sobre dois trilhos paralelos, e sobre o carrinho
foi acoplado uma haste. O movimento do carrinho foi feito através de um sistemas
de polias, comandadas por um motor. A técnica de controle foi por funcdo de
transferéncia e o Lugar das Raizes. Os resultados obtidos no ambiente de simulagéo
Matlab® e Simulink® foram que o controlador na analise linear estabilizou também o
sistema néo linearizado. A proxima etapa para futuros trabalhos é o
desenvolvimento pratico de um sensor Otico para monitorar a posicdo da haste, e

assim, simular e validar o sistema de controle para o caso do péndulo invertido.
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Coelho (2005) desenvolveu modelos computacionais no Matlab® para simular
o controle postural humano da postura ereta quieta, baseado no sistema do péndulo
invertido. Utilizou-se o controlador PID para implementar um modelo de ativacéo
neural. O resultado alcancado foi a contribuicdo do trabalho propondo modelar a
ativacdo muscular, por um sinal neural, caracterizando a dinamica muscular. O
controle neural foi simulado por PID sintonizado pelas regras de Ziegler-Nichols
apresentando respostas compativeis com as esperadas.

Muralikrishna et al (2005) projetou um controlador PID para aplicacdo no
modelo do péndulo invertido sobre base mével. Os testes realizados no trabalho
consistiram na formacdo de diversas combinagdes de ganhos para aplicar no
sistema. Os resultados obtidos foram de que para um determinado valor de ganho o
angulo do péndulo foi levado a posicdo de equilibrio e o valor obtido para a
velocidade do carro foi bem proximo de zero. Obtendo assim, um resultado
satisfatorio.

Morais et al (2005) desenvolveram uma técnica de controle nebuloso para o
sistema do péndulo invertido sobre carro. A técnica empregada nesse trabalho foi
através do controlador fuzzy, comparando com o trabalho apresentado por
Muralikrishna et al (2005) que utilizou o controle PID para estabilizar o sistema. Os
resultados obtidos foram de que o controlador fuzzy estabiliza o sistema tanto a
posicdo do péndulo quanto a do movel de maneira satisfatéria. Quando comparado
ao controle PID, o controlador fuzzy mostrou ter uma vantagem consideravel para
controlar o sistema.

Morais, Muralikrishna e Guimarées (2005) projetaram dois controladores para
o sistema do péndulo invertido sobre carro. O primeiro devido a sua simplicidade e
robustez, controlador PID e o segundo por proporcionar uma supervisao inteligente
baseada em informacdes qualitativas sobre o sistema, controlador nebuloso. Os
resultados obtidos foram de que ambos os controladores levam o sistema a
estabilidade. Porém, o controlador nebuloso mostrou-se mais eficiente que o
controlador PID.

Gomes et al (2005) apresentam as etapas de desenvolvimento de um
protétipo didatico de um péndulo translacional pela Universidade Federal do Para,
Brasil. Os resultados obtidos foram de que em ambientes de simulagdo (Matlab), os
académicos sédo levados ao estudo das técnicas de controle para o sistema como o

meétodo de alocacdo de polos e identificagcdo de modelos lineares continuos. Na
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pratica a contribuicdo foi o proprio protétipo para o ensino de técnicas de controle,
bem como, o entendimento da teoria na pratica e o incentivo da cultura de
construcdo de equipamentos na instituicdo de ensino.

Tavares et al (2006) desenvolveram o controle de um péndulo invertido
baseado no modelo Fuzzy Takashi-Sugeno. As simulagbes foram feitas nos
ambientes computacionais Matlab® e Simulink®, enquanto que a aplicacédo pratica
foi realizada no equipamento IP02 da Quanser®. O controle com légica fuzzy foi
aplicado para possibilitar uma supervisdo inteligente, baseada em informacdes
qualitativas sobre o sistema do péndulo invertido e o projeto do controlador
regulador fuzzy foi através de LMIs (Linear Matrix Inequalities). Os resultados de
controle obtidos foram satisfatérios conseguindo alocar os polos do sistema a
esquerda do semiplano complexo. Como nesse trabalho foi utilizado aproximacdes
lineares para o sistema, o controlador s6 manteve a estabilidade para pequenos
valores de perturbacao.

Ferreira et al (2006) propuseram uma solucdo para o problema da defasagem
entre teoria e pratica de controle, utilizando o sistema do péndulo invertido sobre
carro. A metodologia adotada nesse trabalho foi inicialmente propor aos alunos
tentar controlar manualmente o sistema fisico do péndulo invertido existente. Apés
as dificeis tentativas, foi permitido modelar e simular a dindmica do sistema. E
finalmente aplicar o controle automatico, PD, para estabilizar o sistema. Os
resultados obtidos foram de varios testes variando as massas do carro ou haste.
Posteriormente, aplicando o controle automatico PD de duas sintonias diferentes o
sistema foi estabilizado e os alunos puderam compreender a importancia da
modelagem e influéncia de diferentes sintonizacées. As aplicacbes praticas de
combinar as acfGes de controle computacional com o sistema fisico seriam
desenvolvidas posteriormente.

Ribeiro (2007) em sua tese de mestrado, apresentou a implementacéo e
construgdo de um sistema de controle para o caso do péndulo invertido sobre carro.
O objetivo desse trabalho foi de construir um sistema de baixo custo para controlar o
péndulo invertido e testar diferentes técnicas de controle. Para construir o protétipo
foram utilizados componentes de uma impressora e computador pessoal. Na parte
eletrdnica utilizou-se elementos de facil aquisicho. Como plataforma de
desenvolvimento de técnicas de controle foi usado um microcomputador pessoal e

um software para desenvolver os algoritmos de controle. E para realizar a ligagao
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entre 0o computador e a instrumentacdo eletronica, utilizou-se uma placa de
aquisicdo de dados de baixo custo. O método de controle empregado no sistema foi
o controle PID para a posi¢cdo do péndulo, tomando como referéncia a posicao de
equilibrio para comparar o angulo medido, se ajustar e controlar o sistema. Os
resultados obtidos no ambiente de simulacdo Matlab/Simulink ® foi de que apos
implementado o controle PID o sistema apresentou polos no semiplano esquerdo
complexo, representando um sistema estavel. Na pratica, o sistema apresentou um
bom desempenho de controle em condicdes normais, bem como, para leves
distarbios aplicados ao sistema. Ressaltou-se que para melhor desempenho do
sistema, controladores adaptativos e de inteligéncia artificial seriam uma melhor
opcao.

Rocha e Pellini (2008) desenvolveram um protétipo de Péndulo Invertido
Autocontrolado. Os resultados alcancados foram de que o protétipo ficou dentre 10 a
15 segundos em regime de equilibrio. O que levou o sistema a instabilidade foi o fato
de que a medicao do angulo foi realizada pelo método de integracdo da velocidade
angular. Acarretando em um acumulo de erro computacional, com o passar do
tempo o sistema se desequilibrou. A correcdo e a melhoria feita no sistema foi
através da implementacao de um método de medir o angulo, diferente do método da
integracdo numeérica computacional.

Vendramini e Silva (2009) analisaram o sistema do péndulo invertido como
dois subsistemas de Unicas entrada e saida. Dessa forma, foram projetados dois
controladores PID’s. Um para estabilizar a posicdo do péndulo e outro para
estabilizar a posicao linear da plataforma. O método de controle foi desenvolvido de
maneira a criar um encadeamento entre os controladores, ou seja, primeiramente
controla o péndulo na posicao de equilibrio e depois desloca o conjunto (plataforma
e péndulo) a partir de uma referéncia. Os resultados obtidos foi de que na primeira
analise as simulacdes ocorreram de maneira eficiente, e os critérios de projeto
estabelecidos foram alcancados. Para uma segunda andlise, destaca-se de que
como o controle ndo é robusto o sistema é bastante sensivel a variacdes dos
parametros da planta.

Diniz et al (2009) desenvolveram um trabalho pontuando o crescente uso dos
computadores nas diversas areas de engenharia. Complementando que o Controle
e Projeto Auxiliado por Computador (CAD/CAE) maximizar a eficiéncia do

desenvolvimento de produtos. O sistema utilizado foi o do péndulo invertido e o
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método de controle aplicado foi o controlador PID em conjunto com um
servossistema multivariavel. O controle PID foi utilizado para controlar a haste do
péndulo, e o servossistema para controlar a posicdo do carrinho. Os resultados
obtidos a partir dos dados obtidos pelo CAD e CAE foram similares aos obtidos
pelos dados matematicos. O PID apresentou uma resposta satisfatoria para o
controle da posicdo da haste, mas como nao consegue controlar a posi¢cao do
carrinho a atuacédo do servossistema solucionou esse problema.

Na edicao atual do livro didatico de controle, Ogata (2010) descreve o sistema
do péndulo invertido sobre carro por equacbes diferenciais, possibilitando a
modelagem por fungbes de transferéncia e espaco de estados. Na abordagem por
espaco de estados e do método de alocacdo de polos, o autor projeta um controle
servo para controlar a posicdo do movel em conjunto com o regulador para controlar
a posicao do péndulo. A referéncia adotada para a posicao do movel € uma funcéo
degrau unitario, e um ganho integral € implementado na malha do servo. Os
resultados obtidos sdo de que o sistema se torna estavel, ou seja, o péndulo é
estabilizado e o movel é levado para a posicdo desejada, em aproximadamente 5
segundos com um sobressinal méximo em torno de 15% para a posi¢do do movel.
Considerando o mesmo sistema de controle modelado anteriormente, o autor utilizou
posteriormente 0 método de controle quadratico 6timo - controle LQR (Linear
Quadratic Regulator) — para encontrar os valores dos ganhos aplicados ao sistema.
Os resultados alcancados foram mais satisfatérios que o anteriormente encontrado
por alocacdo de polos. Pois, o0 sistema apresentou respostas menos oscilatérias e
demonstrou menor valor de sobressinal maximo para a posi¢cdo do movel.

Berci e Bottura (2010) desenvolveram um controlador genético para controlar
o sistema ndo linear do péndulo invertido sem simplificacdo. Através de uma
computagcdo massiva, utilizando uma meta-heuristica adequada, o controlador
encontra o valor de entrada do sistema com base no sinal de referéncia, constituindo
um controlador ndo baseado em modelo. Os resultados experimentais obtidos,
comparados com 0s esperados comprovam que o controlador genético aplicado ao
caso nao linear do péndulo invertido representa uma importante ferramenta na area
de controle por realimentacdo de estado. Sendo ainda de implementacédo simples,
pois ndo se faz necessario uma analise mais detalhada do sistema a ser controlado.

Rosa et al (2010) desenvolveram uma plataforma para controle de processos

fisicos em tempo real utilizando o sistema do péndulo invertido acoplado a uma base
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movel. Diversas ferramentas para elaboracdo do projeto como Matlab®, Catia®,
Proteus®, Tracksmaker®. O objetivo principal do trabalho foi de desenvolver o
sistema de controle do péndulo invertido na pratica, por ocasido de ndo ter muita
referéncia que ditasse esse tipo de trabalho na época. Os resultados de controle
obtidos foram que apds aplicar a compensacao por PID, utilizando amostragem
discreta de 50mS para 0 motor conseguir acompanhar, o sistema apresentou um
sobressinal de 10% e tempo de acomodacéao de 5 segundos aproximadamente.

Vendramini e Silva (2010) utilizaram duas técnicas de controle para o sistema
do péndulo invertido. Inicial foi implementado o controle PID para garantir a
estabilidade do péndulo, e posteriormente foi aplicada a técnica de controle
adaptativo MFA (Model Free Adaptive) para controlar a plataforma mével. A técnica
MFA tem como restricdo que o sistema seja estavel em malha aberta, como esse
ndo é o caso da planta do péndulo invertido utilizou-se o controle PID para garantir
isso. Essa técnica € baseada em RNA’s e as mesmas n&o necessitam de um
processo de treinamento, pois podem ser inseridas diretamente em um processo de
funcionamento. Os resultados obtidos foram de que as estruturas adaptativas de
controle se mostraram bastante promissoras, pois o sistema se adapta a diferentes
perturbacdes, entradas e modificacbes de parametros da planta, caracteristica nao
pertercente ao controle classico PID.

Koehler, Inaba e Martins (2010) projetaram e implementaram um controlador
nao linear baseado em légica fuzzy para o sistema do péndulo invertido. O objetivo
de controle desse trabalho é de levantar e manter a haste do péndulo na posicédo
vertical mesmo sujeito a distarbios. O sistema de controle foi implementado
utilizando as plataformas computacionais Matlab® e Simulink®, e a comunicacéo
entre a planta fisica e o computador foi feita pela placa de aquisicdo de dados da
National Instruments®. Os resultados de controle obtidos foram de que a haste é
levantada em 8 segundos quando o controlador responsavel pelo equilibrio da haste
comeca a atuar, e aplicando disturbios externos o sistema leva menos de 1 segundo
para estabilizar novamente. Concluindo entdo que o controlador implementado na
pratica obteve um desempenho satisfatorio para levantar e controlar a haste do
péndulo invertido, mesmo sob atuacao de perturbacdes externas.

Em uma das ultimas edi¢cbes do livro didatico de controle, Dorf e Bishop
(2011) descrevem o sistema do péndulo invertido por equacdes diferenciais

modelando-o por espaco de estados. Como técnica de controle para esse sistema,
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foi projetado um sinal de controle para aplicar como retroacdo das variaveis de
estado, considerando apenas a parte instavel do sistema. Como o sistema foi
reduzido, e o intuito de controle foi apenas de controlar a posicdo do péndulo, os
resultados obtidos foram que para determinados valores de ganho o sistema se
estabiliza rapidamente.

Teixeira, Siqueira e Munaro (2011) apresentaram um trabalho sobre
estimacdo e compensacado de atritos no sistema do péndulo invertido. O método
adotado para estimar o atrito foi de utilizar os dados de operacdo em malha fechada
e comparar com os resultados obtidos em malha aberta. Ap6s estimado o atrito,
foram utilizados dois métodos de compensacédo, o de Refor¢co Constante (CR) e o
baseado no modelo de Karnopp. Os resultados obtidos foram de que o
compensador CR teve desempenho superior ao compensador baseado no modelo
de Karnopp, por agir rapidamente a sinais de erro e ser mais simples. Os resultados
foram comparados com modelos reais desenvolvidos.

Mahler e Santos (2011) desenvolveram um trabalho explicando a dinamica
nao linear do péndulo invertido sobre carro. A técnica de controle empregada para
estabilizar o sistema foi o controle LQR (Linear Quadratic Regulator). Como auxilio
nesse trabalho, foi utilizada a ferramenta computacional Matlab®. Os resultados
obtidos foram a demonstracdo do sistema em malha aberta, concluindo, ser de
caracteristica instavel, e para resolver esse problema utilizou-se o controle LQR.
Com o uso desse controlador, o sistema é levado a estabilidade devido a
retroalimentacgéo, controlando o movimento oscilatorio do péndulo.

Ribeiro et al (2011) projetaram dois controladores discretos com modos
deslizantes, um considerando o atraso computacional no sinal de controle e o outro
ndo. A planta utilizada para comparacdo dos dois controladores foi o péndulo
invertido. O atraso computacional no sinal de controle foi previsto e implementado
na pratica, pois além de reduzir a estabilidade de um sistema também degrada o seu
desempenho. Os resultados obtidos foram de que o controlador que previu o atraso
computacional teve um desempenho superior ao que nao previu. Pois, atenuou 0s
efeitos de atraso computacional de forma eficiente.

Buzetti et al (2012) apresentaram um novo método de controle do péndulo
invertido da Quanser. A técnica de controle empregada foi através do método do
Lugar das Raizes, implementando e validando o sistema de controle na pratica. Os

resultados obtidos foram que inicialmente ndo foi possivel determinar um ganho
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puramente proporcional para estabilizar o sistema, sendo assim utilizado um
compensador para criar uma variavel virtual. Com a insercdo desse compensador foi
possivel, através do método do lugar das raizes, determinar os valores dos ganhos
para estabilizar o sistema. Os resultados obtidos na pratica foram similares aos de
simulagéo, comprovando a eficacia da técnica empregada.

Vasconcelos et al (2012) propuseram um trabalho fazendo um estudo
comparativo entre técnicas de controle avancadas. Essas técnicas foram a légica
Fuzzy, Neuro-Fuzzy e o controle PID sintonizado por Algoritmos Genéticos para
controlar o sistema do péndulo invertido. Os resultados obtidos foram de que os
controladores inteligentes sao 6timas opc¢fes para controlar uma planta complexa
como o caso do péndulo invertido. Pois, os controladores Fuzzy e Neuro-Fuzzy
realizam o controle do sistema por meio de informac¢des qualitativas e nao
quantitativas, e o controlador PID sintonizado por Algoritmo Genético por meio de
processos adaptativos € levado a encontrar os parametros que podem ser ditos
otimos.

Médolo e Guimaraes (2012) projetou um sistema de controle inteligente para
0 sistema do péndulo invertido sobre carro, com o intuito de simular o controle de
atitude de um satélite. O controlador nebuloso foi comparado com os resultados de
controle PID com o uso das plataformas computacionais Matlab® e Simulink®. Os
resultados obtidos foram de que ambos os controladores conseguem estabilizar o
sistema. No entanto, o controlador nebuloso consegue estabilizar a posi¢cdo do
péndulo percorrendo uma distancia menor que o controle PID, bem como, levar a
velocidade a zero apds equilibrar o péndulo, caracteristica ndo visualizada pelo
controle PID. Concluindo-se entdo que a estratégia de controle nebuloso tem maior
facilidade para lidar com sistemas nao lineares.

Silva et al (2012) implementaram na pratica um controlador projetado via LMI
(Linear Matrix Inequalities) no modelo linear do péndulo invertido da Quanser®. Os
resultados alcancados foram de que o controlador projetado atendeu aos requisitos
de projeto e alcangcou desempenhos satisfatorios. A conclusdo sobre os
controladores projetados por LMI € de que além de assegurar a estabilidade do
sistema, permite alocar os autovalores em uma posi¢cdo desejada com o intuito de
melhorar o comportamento transitério do sistema.

Costa, Lira e Silva (2012) simularam o comportamento dos péndulos simples

e invertido na plataforma computacional Matlab®. O objetivo dos pesquisadores era
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de realizar a modelagem, linearizacéo, aplicacdo de técnicas de controle classico e
comparacao dos modelos linearizados e nao, para ambos os péndulos. Mas para
esse trabalho, foi apresentado apenas a simulacdo em malha aberta com auxilio do
Matlab® ficando o restante do trabalho para futuras publicacdes. Os resultados para
uma entrada impulso aplicada ao péndulo simples estabiliza o sistema em torno de
50 segundos, e o péndulo invertido apresentou um comportamento instavel.

Kurderkar e Boukar (2013) apresentaram uma breve visédo geral sobre o caso
do péndulo invertido. Nesse trabalho titulado “Inverted Pendulum Control: A Brief
Overview” foi apresentado os conceitos basicos do sistema do péndulo invertido
sobre carro e duas estratégias de controle aplicadas a ele. A primeira técnica
modelada foi com o uso de dois controladores PID. O primeiro controlador projetado,
tomando como referéncia a posicdo medida do mavel, foi utilizado para controlar a
posi¢cdo do mével e outro controlador, tomando como referéncia o &ngulo medido, foi
aplicado para controlar a posi¢do da haste. A segunda técnica aplicada ao sistema
foi através do controlador FLC (Fuzzy Logic Controller). Essa técnica utiliza variaveis
linguisticas ao invés de numéricas, tornando o controle mais “humano”. Os
resultados alcancados de ambas as técnicas foi através de simulacdo pelo software
Matlab®. Ambos apresentaram o requisito de controle, manter a haste na posicéo
vertical, Porém o controle PID apresentou-se menos eficiente que o controle FLC
devido a uma resposta mais lerda.

Kumar et al (2013) modelaram e simularam trés técnicas de controle para o
sistema do péndulo invertido sobre carro. Inicialmente descreveram o
comportamento do sistema por meio das equacbes de Euler-Lagrange, e
posteriormente aplicaram as técnicas de controle PID através das funcbes de
transferéncia, SFB e LQR por meio de técnicas no espaco de estados. As
simulac@es das respostas a entrada degrau unitario foram feitas para o controle PID
tanto para a posicao do carro quanto a posi¢cao péndulo. Ambas as respostas foram
satisfatorias alcancando estabilidade. Posteriormente foram simuladas as respostas
do método de controle SFB com condic¢des iniciais e em resposta ao degrau unitério.
As simulacdes para o controle LQR foram feitas tomando o angulo como saida. Os
resultados das técnicas de controle SFB e LQR alcancados foram satisfatorios
levando o sistema a estabilidade.

Silva et al (2013) apresentaram um estudo comparativo entre o0s

controladores Fuzzy e PID aplicados ao sistema do péndulo invertido utilizando
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plataforma Lego Mindstorms NXT®. A metodologia adotada para analisar o
desempenho dos controladores foi a consideragdo de trés indices de desempenho.
Su representando a variagdo média quadratica da variavel manipulada pelo
controlador, ITSE a integral do erro quadratico em relagdo ao tempo decorrido de
controle e RBMSEMCE definido como o erro médio quadratico mais o esforco
realizado pelo controlador. Os resultados obtidos foram de que o controlador Fuzzy
mostrou-se mais eficiente para controlar o angulo do péndulo invertido ao invés do
controlador PID. Pois, apresentou menores valores nos indices que medem o erro
quadratico médio. A comprovacgao dos resultados obtidos foram validados na pratica
implementando os controladores no kit Lego Mindstorms NXT®.

Filho et al (2013) projetaram e implementaram na pratica um controlador fuzzy
para o sistema do péndulo invertido. Esse trabalho teve como objetivo controlar
apenas a posicdo do péndulo de maneira a reagir rapidamente diante de
perturbacdes externas. Foram utilizadas as plataformas computacionais Matlab® e
Simulink® para desenvolvimento e simulacdo do desempenho do controlador. Os
resultados alcancados foram de que a implementacdo e testes do controlador
aturam conforme o esperado. A posicdo angular da haste foi controlada diante de
diversas perturbacdes apresentadas ao sistema.

Frutuoso, Santos e Sales (2014) utilizaram de um controlador H2 Continuo
para estabilizar o sistema do péndulo invertido sobre uma plataforma linear. O
objetivo do controlador € estabilizar o sistema e atenuar o efeito do sinal de
perturbacdo na saida. Para avaliar o desempenho desse controlador foram
simulados os resultados nas plataformas Matlab® e Simulink® e comparados com o
controlador LQR da Quanser Inc. Nos testes praticos utilizou-se da plataforma de
teste IP02 e software QUARC, ambos da Quanser também. Os resultados obtidos
foram de que o controlador H2 Continuo estabilizou, bem como, proveu um certo
grau de robustez a perturbacbdes de baixa intensidade e curta duracdo ao sistema.
Para o caso pratico, os observadores de estados apresentaram desempenho
satisfatorio. Caso contrario, o controlador ndo estabilizaria o sistema.

Razmijooy et al (2014) compararam duas técnicas de controle no dominio do
tempo aplicadas ao sistema do péndulo invertido. Primeiramente foi modelado o
sistema utilizando as equacéo de euler-lagrange. Posteriormente foram aplicadas as
técnicas de controle LQR (Linear Quadratic Regulator) e FSF (Full-State Feedback),
esta Ultima através do método de alocacdo de polos. Por fim, foi aplicado um



74

compensador para eliminar o erro de estado estacionario. Os resultados obtidos
foram de que ambos métodos estabilizam o sistema, porém, o controlador LQR
apresentou melhor desempenho mesmo tendo como desvantagem o requisito de
selecionar adequadamente as constantes Q e R.

Sultan (2014) apresentou um trabalho comparativo entre as técnicas de
controle LQR e Alocacéo de Polos para estabilizar o sistema do péndulo invertido
sobre carro. O objetivo desse trabalho foi definir qual controlador apresentaria
melhor performance para controlar tanto a posicdo do péndulo quanto do movel. O
processo de simulagéo foi feito na plataforma computacional Matlab®. Inicialmente
foram apresentadas as duas equacdes diferenciais que regem o comportamento do
sistema, e posteriormente as descreveram em equacles vetoriais-matriciais para
utilizacao no espaco de estados. Apés simular as respostas de ambos controladores
sob entrada degrau unitaria, os resultados obtidos foram que os dois métodos de
controle estabilizam o sistema com desempenho satisfatério. Porém, o melhor
desempenho foi do controlador projetado pelo método de alocacéo de polos.

Costa et al (2014) realizaram simulacbes em malha aberta e malha fechada
para o caso do péndulo simples e invertido no ambiente computacional Matlab. Os
resultados obtidos o péndulo simples foi de que em malha aberta o sistema se
estabilizou em 120 segundos em resposta a entrada impulso, em malha fechada
com o uso de controladores PID o sistema é estavel em menos de 5 segundos. Para
o caso do péndulo invertido, em malha aberta o sistema apresentou ser
completamente instavel. Em malha fechada, também com o uso do controlador PID
o sistema foi controlado e se tornou estavel em menos de 5 segundos.

Chakraborty et al (2015) estudaram e apresentaram o comportamento do
sistema do péndulo invertido em relacdo a diversos parametros para o controle PID
e compararam com o controle FLC. Alguns parametros observados foram o tempo
de resposta, erro de estado estacionario, tempo de subida, maximo sobressinal,
entre outros. Inicialmente o sistema foi modelado pelas equacgdes de Euler-Lagrange
e posteriormente linearizadas em torno do ponto de equilibrio, ou seja, a posicdo
vertical. As equacgOes diferenciais foram modeladas através da transformada de
Laplace por funcdes de transferéncia. O processo de simulacdo dos métodos de
controle foi feito nas plataformas Matlab® e Simulink®, e os resultados foram que

ambos 0s sistemas conseguem estabilizar o sistema de maneira satisfatéria. Uma
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tabela foi apresentada comparando os parametros em analise e a conclusao foi de
gue o controlador FLC obteve melhor desempenho nas respostas do sistema.

Martins e Vieira (2015) aplicaram um controle por modos deslizantes (SMC -
Sliding Mode Control) ao sistema do péndulo invertido sobre carro. Este modo de
controle é caracterizado por ser uma estratégia muito utilizada no controle robusto, e
bastante conhecido por ser insensivel & variacdes paramétricas, incertezas da planta
e disturbios externos. O objetivo do trabalho foi de controlar tanto a posicéao da haste
do péndulo como a posicdo do movel para permanecer numa posicao intermediaria
no curso determinado. Os resultados alcancados foram de que essa estratégia de
controle adotada mantém o sistema estavel mesmo variando os parametros da
planta. Além disso, foi verificado que o procedimento desse modelo de projeto é
relativamente simples e mesmo aplicando um distarbio externo grande, o sistema foi
capaz de se estabilizar.

Silva, Santos e Andrade (2015) apresentaram a montagem e testes de um
péndulo invertido (Segway) utilizando um Kit Lego Mindstorms Ev3®. O objetivo do
trabalho foi de construir e programar o péndulo invertido para torna-lo didatico,
utilizando apenas o material de programacao e controle PID provido pela prépria
LEGO®. Os resultados alcancados foram satisfatérios pois foram realizadas as
montagens virtual e real do robd segway, programados e realizados os testes para
verificacdo de desempenho. Foi constatado um defeito nos sensores
disponibilizados pela LEGO®, no qual, o modelo pratico ficou em regime por 15
minutos aproximadamente, sendo recomendado utilizar um diferente sensor para o
sistema.

Jose et al (2015) estudaram e apresentaram os desempenhos de controle de
duas técnicas classicas para o sistema do péndulo invertido. O sistema pratico
utilizado para modelagem foi o modelo da Quanser® Rotary Inverted Pendulum. O
sistema foi descrito através das suas relacdes de energia. Posteriormente, foram
aplicadas as técnicas de controle PID e LQR por meio das plataformas
computacionais Matlab® e Simulink®. Para o caso do controlador PID, a faixa de
ganhos para alcancar a estabilidade é bem pequena. Conforme os ganhos eram
aumentados o sistema se acomodava mais rapido e o sobressinal era muito grande,
0 inverso ocorreu conforme se diminuiu 0os ganhos. Para o controle LQR o sistema
apresentou resultados mais robustos e satisfatérios. Pois, tanto o tempo de

acomodacéo e maximo sobressinal alcangado foram de pequenos valores.
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Miranda et al (2015) compararam a aplicacdo de dois controladores ao
sistema do péndulo invertido com a plataforma LEGO Mindstorms®. Um contrador
foi desenvolvido por logica fuzzy e outro pelo método classico de avanco de fase,
permitindo comparar o desempenho dos mesmos e ilustrar o potencial do uso de
plataformas para o ensino de controle. Os resultados obtidos pelo controle de
avanco de fase foram que nos ambientes de simulacdo Matlab® e Simulink® o
desempenho foi satisfatério, mas na pratica o sistema teve erro de regime. Para o
controle por légica fuzzy os resultados foram de que nas simulacbes o sistema é
estavel e rejeita o distarbio por completo, porém, na préatica o controlador néo
elimina o erro de regime permanente e oscila durante o experimento.

Neetha (2016) apresentou o desenvolvimento de técnicas de controle
regulador e servo por espaco de estados para o caso do péndulo invertido rotativo.
Inicialmente o sistema foi modelado por equacdes diferenciais e posteriormente no
espaco de estados por equacles vetoriais-matriciais. As técnicas de controle
aplicadas ao sistema foram as do dominio do tempo, alocacédo de polos e LQR. O
resultado alcancado para o controle regulador, foi que por intermédio da técnica de
alocacédo de polos o sistema foi estabilizado para qualquer variacdo de cargas. E
para o caso do servo, por meio da técnica de controle LQR o0 sistema conseguiu
seguir qualquer referéncia adotada.

O trabalho apresentado por Resende, Ernesto e Gentilin (2016), foi um estudo
comparativo entre as técnicas de controle PID e l6gica Fuzzy aplicadas ao caso do
péndulo invertido. Foi utlizado a ferramenta computacional Simulink® para
simulacdo do processo e resultados obtidos. Para o primeiro caso de controle PID,
foram utilizados dois controladores individuais que se somavam para finalmente
serem aplicados de fato ao sistema. Um controlador foi aplicado para controlar a
posicdo da haste, tendo como set point 0 angulo, e outro para controlar a posi¢céo do
movel, tendo como set point a posicéo requerida. Para o controle de logica Fuzzy, o
mesmo é um controle multivariavel sendo portanto capaz de controlar ambas as
saidas sem influéncia de outro controlador. Os resultados obtidos foram de que
ambos métodos de controle conseguem estabilizar a haste do péndulo como a
posicdo do mével. Sendo o controle PID mais eficaz no controle do péndulo e o
controle por logica fuzzy mais eficaz no controle da posi¢cdo do mével.

Arcolezi e Quirino (2017) apresentaram um estudo complementar ao projeto

de controle PID no sistema do péndulo invertido sobre carro. O intuito do trabalho foi



77

de pesquisar os efeitos da implementacdo do controle PID servo tomando como
referéncia a posicdo do mobvel por espaco de estados. Os resultados foram
comparados com o controle Integral proposto por Ogata (2010). O controlador PI
apresentou os mesmos efeitos de resposta transitéria, e o controlador PID nao foi
possivel de ser projetado pelo método de alocacdo de polos por ser de estado néo
completamente controlavel.

Kafetzis e Moysis (2017) apresentaram sobre as inimeras aplicacdes do
sistema do péndulo invertido. Inicialmente deduziram as equacdes governantes do
sistema do péndulo invertido sobre carro por meio das equagdes de Euler-Lagrange.
Apés isso, linearizaram o sistema em torno do ponto de equilibrio do péndulo na
posicdo vertical e modelaram as equacdes governantes por espaco de estados. Os
processos de simulacédo foi feito na plataforma Matlab® e a técnica de controle
aplicada foi LQR (Linear Quadratic Regulator). Como restricdo para esse trabalho
nao era esperado que o0 carro se movesse muito nas coordenadas x e o péndulo ndo
oscilasse muito. Portanto, foram escolhidos valores altos de entrada da matriz Q. Os
resultados foram que conforme selecionava-se maiores valores de entrada, obtinha-
se menores oscilagdes nas respostas e 0 sistema retornava ao ponto de equilibrio
mais rapido. Também foram apresentadas diversas varia¢des do sistema do péndulo
invertido e as conclusdes foram que esse sistema é uma referéncia no estudo de
técnicas de controle devido as suas inuUmeras possibilidades de modelagem e
simulacdes de técnicas.

Arcolezi et al (2017) analisaram, deduziram e simularam os efeitos da
insercdo do ganho proporcional na malha do servossistema tipo 1, modelo
apresentado por Ogata (2010) apenas com o ganho Integral, na planta do péndulo
invertido por espaco de estados. O processo de simulagéo foi feito nas plataformas
computacionais Matlab® e Simulink®. Os resultados obtidos foram de que o ganho
proporcional ndo foi benéfico ao sistema de controle. Pois apenas aumentou as

amplitudes e nao diminuiu o tempo de acomodagé&o das respostas.
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3 SISTEMA DE CONTROLE SERVO

7

Em termos simples, um sistema de controle servo € um sistema com
realimentacdo, ou seja, a variavel a ser controlada é realimentada para comparagao
com a variavel desejada. Dessa forma, a desigualdade entre os valores medidos é
utilizada para controlar a poténcia. Também é caracteristica do sistema servo, o fato
de ndo haver variagbes na carga. Esse sistema é caracterizado por além de ter que
compensar os efeitos de uma perturbacdo externa (caracteristica do sistema
regulador), também ter que “seguir” os valores de referéncia caso haja mudanca
nela. Devido a esta caracteristica, pode ser encontrado em algumas bibliografias o
termo “seguidor’ (JAMES, NICHOLS e PHILIPS, 1947; MANDAL, 2006; OGATA,
2010).

Exemplificando o caso desse sistema de controle para o problema proposto
nesse trabalho, pretende-se desenvolver um sistema que além de controlar o
péndulo invertido sujeito a perturbacdes externas (como uma simples batida na
haste), também esteja apto para mover o carro para uma posicdo desejada
(referéncia). Ou seja, em termos praticos o sistema desenvolvido seria capaz de
conduzir o carro até um lugar preestabelecido (por exemplo até do outro lado de
uma sala) mantendo a haste do péndulo invertido na posic¢ao vertical.

Como o servossistema nao permite variagbes na carga, as massas do
sistema serdo levadas em conta no processo de modelagem e de controle. Cabe
lembrar, que estamos complementando o trabalho de Ogata (2010) que desenvolveu
um servossistema do tipo 1 para o problema do péndulo invertido. Portanto, a
metodologia adotada e por efeitos de comparacao, os parametros de projeto e 0s
critérios de controle adotados para os servossistemas desenvolvidos nesse trabalho,
serdo idénticos aos propostos pelo autor. Esses parametros sdo M=2.0 kg, m=0.1

kg, I=0,5m e g=9,8m/s2. Sendo:

e M =massa do carro;
e m = massa do péndulo;
e | =comprimento da haste;

e (¢ = aceleracao da gravidade.

by

Os critérios de projeto adotados em relagdo a aplicacdo de uma entrada

degrau unitario séo:
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e Tempo de Acomodagéo ts: 4 ~ 5 segundos;
e Maximo Sobressinal Mp: 15% ~ 16%.

Logo, os polos para alocacao sao:

tty =1+ N3, 1, =—1— /3, 1y = 5,41, =5,y =5 (37)

Adianta-se aqui, que o0 processo de desenvolvimento dos sistemas de
controle podem ser bastante repetitivos. Pois, assume-se que para todos as
situacdes devem ser explicitadas o quanto possivel das dedu¢des matematicas para
chegar aos resultados de controle. Portanto, nas situacdes em que o leitor ndo sentir
a necessidade de passar pelos processos iniciais das deducdes de cada caso de

controle, pode-se fazer isso sem perda relevante de informacéo.

3.1 MODELO MATEMATICO DO SISTEMA DO PENDULO
INVERTIDO SOBRE CARRO

O sistema do péndulo invertido sobre carro serd novamente apresentado
(Figura 11), como também, o diagrama de corpo livre desse sistema (Figura 12).
Como o sistema servo ndo permite variagbes na carga, as equagdes que regem a

dindmica do sistema levardo em conta as massas do carro e péndulo.

Figura 11 - Sistema do péndulo invertido sobre carro

|-fsene-|

/} TVA m
0
—~ /4
{cosf mg

[

Fonte: Autoria Prépria (2017)
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Figura 12 - Diagrama de corpo livre do sistema do péndulo invertido sobre carro

Fonte: Autoria Propria (2017)

e M — Massa do carro;

¢ m — Massa da haste;

¢ | — Metade do comprimento da haste;

e (g — Aceleragao da gravidade;

e u — forga de controle aplicada ao carro;
e V — Linha vertical do plano;

e H — Linha horizontal do plano.

Segundo Ogata (2010), considerando que o centro de gravidade da haste do
péndulo seja a massa na ponta do péndulo, o momento de inércia | do péndulo
sobre seu centro de gravidade € pequeno e pode ser desconsiderado. Portanto, é
definido o angulo da haste a partir da linha vertical V como 6, e as coordenadas (X,y)
do centro de gravidade da haste como (x4, y,). Dessa forma, a modelagem segue as

seguintes etapas:

X, =X+ Isend (38)

39
y, =lcosé (39)
O movimento rotacional da haste do péndulo em torno do seu centro de

gravidade é:

6 =Vlsen® — Hl cos (40)



81

Os movimentos horizontal e vertical do centro de gravidade da haste do

péndulo sdo respectivamente:

2

md—2 (x+Isen@) = H (41)
dt
2 42
md—z(lcose)=V—mg (42)
dt
Sendo o movimento horizontal do carro descrito por:
M d’x _ H (43)

dt?

Para esse problema de controle, o intuito € manter a haste do péndulo na
posicdo vertical, portanto, admite-se que 6(t) e 6(t) sdo grandezas suficientemente
pequenas para se fazer senf =6 , cosd =1, e 86 = 0. Portanto, linearizando as

equacdes da 40 a 42, obtemos as seguintes equacodes diferenciais linearizadas para

0 sistema:
6 =VI6—Hl (44)
L (45)
m(X+10 =H)
46
0=V -mg (46)
Assim, com o auxilio das equacdes 42 e 45, obtém-se:
(M +m)%+mld =u (47)
E com o auxilio das equactes 44, 45 e 46, obtém-se as equacodes:
6 =mgld—Hl = (48)
. . . (49)
6 =mgld —I(mX + ml&)
ou ainda
ml?6 + mlIx = mglé (50)

Realizando algumas operacfes matematicas nas Equacdes 47 e 50 que sao
as equacgbes governantes do sistema, chega-se nas Equacdes 51 e 52. Em



82

conjunto, ambas descrevem o comportamento do sistema do péndulo invertido sobre
carro (OGATA, 2010).

MIHZ(M +m)g€—u (51)

MX =u —mgé (52)

3.2 TECNICAS DE CONTROLE MODELAGEM DO DOMINIO DO
TEMPO

Uma vez que, as técnicas de controle do dominio do tempo podem ser
aplicadas a sistemas SIMQO’s (Single Input and Multiple Outputs), caso do sistema do
péndulo invertido sobre carro, pretende-se além de controlar a posicdo do movel
manter o péndulo na posicéo vertical. O sistema é composto por uma uUnica entrada
(forca aplicada ao movel) e as saidas sao a posicdo do péndulo, a velocidade
angular do péndulo, a posi¢do do movel e a velocidade do mével.

Como proposto, esse sistema sera modelado por espaco de estados. O
passo inicial dessa modelagem é definir as variaveis de estado de acordo com as

saidas do sistema. Portanto, as variaveis de estado sao:

1

(53)

w

X
X
X
X

Il
> X . D

4

A proxima etapa, é encontrar a equacgdo de estado. Como definido na revisédo
bibliografica do trabalho, a equacdo de estado € um conjunto de equacdes
diferenciais de primeira ordem em funcdo das n variaveis de estado. Para esse caso
entdo ela € representada pelas equacgdes diferenciais de primeira ordem das
variaveis de estado definidas. Dessa forma, através das equacfes que regem o
comportamento do sistema do péndulo invertido (Equacdes 51 e 52), deve-se

encontrar:
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% =0
X, =6
X; = X (54)
X, =X

Portanto, a equacao de estado € composta pelos conjunto dos termos:

% =0=Xx,
« _(M+m)g€_iu_(M+m)gX —iu
? Ml MI ML TP M
X, = X=X, (55)
X ——mg¢9+iu——mgx +iu
M M M~ M

Reescrevendo a equacédo de estado via equacdes vetoriais-matriciais obtém-

se.
0 1 0 0O 0 |
% M +m X 1
" 0 0 0fy -
2| _| Ml 2|, My,
X, 0 0 0 1x, 0 (56)
X, —mg 0 0 Ofx, 1
. M | L M

Deve-se considerar a saida do sistema como a posicdo do carro, para que, 0
processo de realimentagdo tente corrigir caso haja diferenca ao comparar com a

referéncia. Dessa forma, a equacéo de saida é:

y=[o 0 1 0]™
X, (57)

Aplicando os valores dos parametros de projeto M=2.0 kg, m=0.1 kg, I=0,5m e

0=9,8m/s? nas equacdes de estado (Equacéo 56) e saida (Equacéo 57), obtemos:

y = Cx (59)
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Sendo,
0 100 0
20.610 0 0 0 -1
A= ,B=| “|c=[0 0 1 0
0 001 0
~0.4905 0 0 0 0.5

O projeto da técnica de controle, no dominio do tempo, para o servossistema
sera feito pelo método de alocacéo de polos. Lembrando que, a restricdo para total
aplicacao desse método, é de que o sistema tem gque ser de estado completamente
controlavel. Isso implica que todas as variaveis de estado do sistema sejam medidas
com éxito e estejam disponiveis para retroacdo. Satisfazendo essa restricdo, 0
método pode ser aplicado e os polos de malha fechada do sistema podem ser
alocados nas posicOes desejadas para satisfazer os critérios de estabilidade,
velocidade de resposta, maximo sobressinal, entre outras.

Conforme os objetivos e da metodologia adotada para esse trabalho, serdo
implementadas as acdes de controle PID na malha do sistema servo para as acfes
P, D, PI, PD e PID. Sera levado em conta no desenvolvimento e analise das técnicas
empregadas, os resultado e principalmente o procedimento adotado para inserir
essas agfes no servossistema do tipo 1, que apenas com o integrador (Ganho
Integral) ja € estavel.

Para melhor visualizacdo a respeito dos casos de controle aplicados a partir
desse topico, o servossistema do tipo 1 (Figura 13) desenvolvido e analisado por
Ogata (2010) sera apresentado aqui, teoricamente, de forma breve. Ressalta-se que
a saida do integrador (toda a técnica é baseada na insercédo deste) cria uma nova
variavel de estado ¢. Essa variavel de estado é fundamental para a aumentar o vetor
de estado e, consequentemente, desenvolver o regulador estavel para levar o novo
vetor de erro, ambos com ordem aumentada, para zero. Ou seja, pretende-se
desenvolver um controlador assintoticamente estavel que, no regime estacionario, a

saida seja igual ao valor de referéncia.
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Figura 13 - Servossistema do tipo 1

X

X=Ax+ Bu y=0Cx

k3

A

ky

Fonte: Ogata (2010)

Para nédo tornar o texto repetitivo sera definido abaixo os parametros comuns,

nas equacdes e figuras, a todos os casos em analise.

e X =equacao de estado;

e X = vetor de estado planta;

e u = sinal de controle;

e y =sinal de saida;

e 1 =sinal de referéncia (entrada);

e ¢ =sinal de erro;

e K = matriz de ganho K de realimentacdo de estados;
e A, B, C = matriz constante;

e P =posto da matriz;

e D = determinante da matriz.

Nos resultados de simulacdo das técnicas de controle empregadas, deve-se
atentar para os graficos e seus significados. No qual o eixo 0 € o estado de equilibrio
do péndulo invertido e a posicéo repouso do carro. As variaveis apresentadas nos

graficos das respostas em relagcédo ao tempo sao:

e X1 = posicdo angular do péndulo;
e X2 = velocidade angular do péndulo;

e X3 = posic¢éo do carro;
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e x4 = velocidade do carro;

e x5 = variavel de estado ¢&.

3.2.1 Caso 1: Agéo Proporcional (P)

A ideia basica de projetar um servossistema do tipo 1 € desenvolver um
sistema regulador estavel com ordem aumentada (conforme cria-se mais variaveis
de estado) que leve o novo vetor de erro (também com ordem aumentada) para
zero, para qualquer condicéo inicial. O principio basico de projetar um servossistema
do tipo 1 (planta sem integrador) é inserir o integrador entre o ramo direto entre o
comparador de erro e a planta. O resultado € que cria-se uma nova variavel de
estado (saida do integrador) e, devido a isso, o vetor de estado do sistema é
aumentado. O resultado apresentado por Ogata (2010) é satisfatério e a estabilidade
do sistema é encontrada tanto para a posicéo do carro quanto do péndulo invertido.

Como nesse caso o integrador foi retirado da malha do sistema, as variaveis
de estado sdo apenas aquelas definidas durante a modelagem matematica
(Equacéo 53). Portanto, esse sistema nédo vai ter seu vetor de estado aumentado e,
devido a isso, o sinal de controle u(t) sera em funcéo das 4 variaveis de estado e da
parcela proporcional aplicada ao erro.

O sistema de controle servo com acao Proporcional pode ser apresentado
conforme a Figura 14 e o conjunto de equacbes 60 a 63 que descrevem o

comportamento do sistema.

Figura 14 — Diagrama de blocos do sistema servo com Ganho P

Q@ : S Ky H@QUA#AHBU ) y=Cx
A /)

\./.<

Fonte: Autoria Prépria (2017)
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X = Ax+ Bu (60)

y =Cx (61)
u=-Kx+K:¢& (62)
§=r-y=r-Cx 63)

Substituindo o sinal de controle (Equacdo 62) na equacdo de estado
(Equacéo 60), chega-se a equacao:

% = Ax + B|- x(K + K,C)+ K,r]| (64)

Aplicando a entrada degrau em t = 0, a dinamica do sistema, a partir desse

valor de tempo, € descrita conforme a equacao:

[x(t)] = Alx(t)]+ B[u(t)] + [oJr(t) (65)

Como etapa inicial no desenvolvimento do controlador, deve-se checar a
restricdo essencial do método de alocacéo de polos. Pois, para total aplicacdo desse
método, é requerido que o sistema seja de estado completamente controlavel. Para
assegurar isso, sera analisada a matriz de controlabilidade (Equacéo 19) para esse
caso. O sistema sera completamente controlavel se todos os 4 vetores colunas
dessa matriz forem linearmente independentes. Isto implica que o posto da matriz
deve ser 4 (quatro) e o determinante da matriz, consequentemente, deve ser
diferente de zero:

0 -1 0 —20.601
-1 0 -20.601 0 (66)

0 05 0 0.4905
05 0 0.4905 0

M= AB A’B A’B|-

Através da ferramenta computacional Matlab®, o teste do posto (P) e

determinante (D) da matriz M (Equacéo 66) foram que:
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P=4
D =96.23

Portanto, a matriz controlabilidade do sistema é nao singular e o sistema é de
estado completamente controlavel. Dessa forma pode-se continuar com o
desenvolvimento da técnica. Seguindo o desenvolvimento de Ogata (2010),
pretende-se projetar um sistema assintoticamente estavel, ou seja, com erro de
estado estacionario nulo a saida em regime estacionario deve ter valor igual a
referéncia degrau adotada. Isso quer dizer que x(o) u(c) devem ser constantes e
y() = r no regime estacionario. Em regime estacionario o sistema é representado

conforme:

[%(e0)] = AlX(o0)] + Bu(e0)] + [0]r(e0) (67)

Como a entrada degrau é sempre constante para t >0, r(c) =r(t) =,

subtraindo as equacdes 65 e 67 temos:

[K(t) - X(e0)] = AlX(t) — X(20)]+ Blu(ee) - u(e0)] (68)

Dessa forma, define-se:

X(t) — x(0) = X, (t)
u(t) — u(oo) = u,(t) (69)

A equacdo 68 pode ser reescrita como:

[%. (0] = A, O]+ Blu, () 70)

No qual,

U (8) = =%, ()(K + K,C)+ K,r 71)

Como o vetor de estado ndo teve a ordem aumentada (devido a retirada do
integrador) o vetor de erro também ndo tem sua ordem aumentada. Portanto, é

definido conforme a equacéo:
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e(t) = [Xe (t )] (72)

Dessa forma, pode-se descrever a equacdo 70 em termos da equacgado 72

como:

€ = Ae +Bu, (73)

No qual,

Sendo a matriz de ganhos K para esse caso de controle, também dependente
da constante de ganho proporcional, definida na equagéo a seguir:

K=k k k+K, k] 75)

A proxima etapa de projeto é encontrar a matriz K de retroagéo de estado
(Equacado 75) com a devida alocacdo de polos. Essa etapa, sera pelo método de
substituicdo direta que, resumindo, encontra-se os valores da matriz K igualando

duas equacdes caracteristicas do sistema, conforme:

\sl — A+ BK‘:(S—,ul)(S—,Ug)(S—ﬂa)(S—M) (76)

Nesse caso serdo utilizados apenas 4 polos, diferentemente do proposto por
Ogata (2010) o sistema teve a ordem diminuida. Portanto, serdo mantidos o par de

polo complexo conjugado e dois reais (ao invés de 3) conforme a seguinte equacéo:

t==1+ N3, 41, =1 |3, 41 = 5,41, = -5 (77)

Resolvendo ambos lados da igualdade da equacdo 76, e com auxilio da

plataforma computacional Matlab®, encontram-se as seguintes equacoes:
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(s—24)(S— 42,)(S — 1 )(S — 4, ) = s* +12s° + 49s” + 90s + 100

(78)
S -1 0 0
. |-k —20.601 s—k, —k,—k —k,
| - A+BK| = p _

0.5k, +0.4905 0.5k, 0.5(k,+k,) 0.5k, +s

s* +(=k, +0.5k, )s* +[(K, +k, 0.5 -k, —20.601]s> —(9.81k, )s —9.81(K , +k, )

O proximo passo € compatibilizar os polinémios de ambos lados da Equacgéo

76, através da equacao:

$3 —k, + 0.5k, =12

52| | (k, +k;)0.5-k, —20.601=49

st ~9.81k, =90 (80)
X ~9.81(k,, +kj;) =100

Assim, encontra-se 0s seguintes valores para os ganhos:

k, =-74.6978
k, =—16.5872

ks + K, =-10.1937 (81)
k, =-9.1743

Conforme visto na equagao 81, k; e K,, sdo inversamentes proporcionais com
um valor maximo definido. Ou seja, quando queremos o resultado do sistema com o
maximo valor de K, o ganho k; € nulo, e assim por diante. Esses valores sdo
resultados dependentes dos polos escolhidos para alocacdo. Dado isso, devemos
satisfazer a igualdade definida na Equacédo 81 para estar em coeréncia com o0
método adotado.

Portanto, como a matriz de realimentacédo de estados de ganho K (Equacio
75) ja foi encontrada, é possivel obter a resposta ao degrau para o sistema conforme
a equacao:

% = Alx]+ Bu +[0]r ©2)
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E, dado que:
u=—(K+K,Cl+K,r (83)

A equacéao 83 pode ser reescrita conforme:

x=|A-B(K +K,C)[x]+|BK, |r (85)

Na equacao 85 acima, percebe-se que o0 sistema servo nao perde a sua
atuacao ao retirar o integrador (e ganho Integral consequentemente), ao analisar-se

o Ultimo termo da equacéo (que € dependente da referéncia).
Ao substituirmos os valores das matrizes A, B e C na equagéo 83, encontra-

se a seguinte equacao que rege a dinamica do sistema:

%, 0 1 0 0 Tx 0
X, |_|-540068 -165872  k,+K, ~ -9.1743|x,| |-K,
%, 0 0 0 1 |x |7 o | (8
%, | | 36.8584 82936 -05(k,+K,) 45872 |x,| |05K,

Dessa maneira, para simular o resultado de controle servo apenas com acao

Proporcional, deve-se selecionar os valores para k; e K, e utilizar da ferramenta

Matlab® para encontrar a resposta ao degrau. Como também, através da plataforma

Simulink e de acordo com a Figura 15, pode-se variar os valores dos ganhos k; e K,
e obter a resposta ao degrau para o sistema de controle servo por espaco de

estados apenas com ganho Proporcional.

Figura 15 — Esquema no Simulink do Sistema Servo com Ganho P

X' = Ax+Bu []
y = Cx+Du

State-Space Scope

Step

Fonte: Autoria Prépria (2017)
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Portanto, € possivel projetar um sistema de controle servo por espaco de
estados apenas com ganho Proporcional, e conforme apresentado na Figura 16 o

sistema alcanca um desempenho satisfatorio para os seguintes valores de ganhos:

K, =-10.1937

Figura 16 - Resposta ao Degrau Unitario do Sistema Servo com Ganho P

Posicédo Angular de theta no Tempo t ‘elocidade Angular de Theta no Tempo t

x2

0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)

Posig¢&o do Carro no Tempo t Velocidade do Carro no Tempo t

Fonte: Autoria Prépria (2017)

Ressalta-se que cabe ao projetista escolher os valores dos ganhos que
melhor satisfacam aos requisitos de respostas transitérias e permanente. Pode-se
modificar os valores dos ganhos, e ao realizar isso sera notavel um erro de regime
permanente para a posicdo do carro. Porém, conforme mostrado na Figura 16 é
possivel projetar e obter uma resposta satisfatéria escolhendo adequadamente os

valores do ganhos.

3.2.2 Caso 2: Agéo Derivativa (D)

Para esse caso, sera aplicado somente a acao Derivativa na malha direta
entre a planta e o comparador de erro. Ao fazer isso, nos deparamos novamente
com a situacdo de que ao retirar o Integrador (ganho Integral K;) do sistema, o

servossistema do tipo 1 é desarranjado e a técnica controle mantém apenas as 4
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variaveis de estados definidas na modelagem (equagdo 53). Porém, dessa vez o
sinal de controle u(t) € dependente da matriz de realimentacdo K, bem como, da
acao derivativa aplicada ao erro do sistema concedido pelo comparador. A
representacdo por diagrama de blocos desse sistema € dada na Figura 17, e o

comportamento do sistema é regido pelo conjunto de equacgfes 88 a 94:

Figura 17 — Diagrama de blocos do sistema servo com Ganho D

: 0, X Y
Q= arat ﬁ) Ka X=Ax+BuFY y=Cx 12
K
Fonte: Autoria Propria (2017)
88
X = Ax+Bu (88)
y = Cx (89)
) 90
E=r—-y=r-Cx (%0)
0
E=-—Cx=[0 0 -1 0 ‘? = X (1)
X
X

Utilizando de um artificio matematico, podemos reescrever ¢ da seguinte

maneira:

T=[0 0 0 1] (92)

0
y 6 93
E=-Tx=[0 0 0 -1 (93)
X
X
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u=—Kx+K,&=-x(K+K,T) &9

Dessa forma, substituindo o sinal de controle (Equacao 94) na Equacao de

Estados 88, chega-se a:

% = Ax + B[~ x(K + K,T)] (95)

Aplicando a entrada degrau em t = 0, a dindmica do sistema, a partir desse

valor de tempo, € descrita como:

(x)]= Alx(t)]+ Blu(t)]+ [olr t) (96)

De modo similar ao Caso 3.2.1 (e para qualquer sistema que utilize 0 método
de alocacdo de polos) a etapa inicial no desenvolvimento do controlador é checar a
restricdo essencial do método de alocacéo de polos. Pois, para total aplicacdo desse
método, é requerido que o sistema seja de estado completamente controlavel. Para
assegurar isso, deve-se analisar a matriz de controlabilidade do sistema, conforme:
0 -1 0 —20.601
-1 0 -20.601 0 (97)

0 05 0 0.4905
0.5 0 0.4905 0

M= AB A’B A’B|=

Como essa equacéo € idéntica a Equacao 66 que testa a controlabilidade do
sistema desenvolvido no Caso 3.2.1, esse sistema também € definido de estado
completamente controlavel. Dessa forma pode-se continuar com o desenvolvimento
da técnica. Seguindo o desenvolvimento do Caso 3.2.1, pretende-se projetar um
sistema assintoticamente estavel, ou seja, com erro de estado estacionario nulo.
Portanto, a saida em regime estacionario deve ter valor igual a referéncia degrau

unitario adotada. Em regime estacionario o sistema é representado conforme:

[(e0)] = Alx(e0)]+ Blu(o)] + [0]r(0) (98)

Como a entrada degrau é sempre constante para t >0, r(o) =r(t) =r,

subtraindo as equacgdes 96 e 98 temos:

[%(t) — X(o0)] = A[X(t) — X(c0)] + B[u(0) — u(e0)] (99)

Dessa forma, define-se:
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X(t) = X(0) = X, (t) (100)
u(t) — u(e) = u,(t)

Logo, a Equacao 99 pode ser reescrita como:

[%,(t)] = Alx, (t)]+ Blu, (t)] (101)

No qual para esse sistema, o sinal de controle agora é:

u,(t) = —x (t)(K + K,T) (102)

Como o vetor de estado para esse sistema também nado teve a ordem
aumentada (devido a retirada do integrador), o vetor de erro € definido conforme a

equacao:

e(t) =[x ()] (103)

Dessa forma, pode-se descrever a equacdo 101 em termos da equacédo 103

como.

€ = Ae + Bu, (104)

No qual,
e(t) =[x, (t)] (105)

, (106)

Portanto, para esse caso de controle a matriz de ganhos K é dependente da

constante de ganho derivativo também, conforme a equacéo:

K=[k k, k k,+K,] (107)

A proxima etapa de projeto é encontrar a matriz K de retroacdo de estado
(Equacédo 107) com a devida alocagéo de polos. Essa etapa, sera pelo método de
substituicdo direta que, resumindo, encontra-se os valores da matriz K igualando

duas equac0es caracteristicas do sistema, conforme:

sl — A+ BR| = (s — 14)( — 14, (s — s (5 — 1) (108)
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Nesse caso serdo utilizados apenas 4 polos, diferentemente do proposto por
Ogata (2010) o sistema teve a ordem diminuida. Portanto, serdo mantidos o par de

polo complexo conjugado e dois reais (ao invés de 3) conforme a equacao:

=1+ j3, 1, =—1— j3, 1ty =5, 41, =5 (109)

Realizando as opera¢fes matematicas para ambos os lados da igualdade da
Equacédo 109, e com auxilio da plataforma computacional Matlab®, encontra-se as

seguintes equacdes:

(S — 20.)(S — 11, )(S — 41, )(S — 12, ) = * +125° + 49s? + 90s +100 (110)
S -1 0 0
s | —k —20.601 s-k, -k, -k, - K,
sl - A+ BK|= . 0 s 4 = (111)
0.5k, +0.4905 0.5k, 0.5k, 0.5(k, +K,)+s
s* +(—k, +0.5(k, + K, )s® +(0.5k, — k, — 20.601)s* — [9.81(k, + K, )]s — 9.81k,
Compatibilizando os polindbmios, através da equacao:
$*) (—k,+0.5(k, +K,)=12
s?| | 0.5k, —k, —20.601=49 (112)
st| | —9.81(k, +K,)=90
s° —-9.81k, =100
Encontra-se os seguintes valores para 0os ganhos:
k, = —74.6978
k, = -10.1937

K, + K, =-9.1743

Nota-se na equacdo 121 que os valores dos ganhos sdo iguais aos
encontrados no Caso 3.2.1 devido aos mesmos valores de polos terem sido
utilizados. A diferenca nesse caso € que o Ganho derivativo interfere no ganho k,,
ao invés de k; como o ganho proporcional interferia. Também vale observar que, k,
e K; sdo inversamentes proporcionais com um valor maximo definido. Ou seja,
guando queremos o resultado do sistema com o maximo valor de K; o ganho k, é

nulo, e assim por diante.



97

Como a matriz de realimentacdo de estados de ganho K (Equacéo 107) ja foi

encontrada, é possivel obter a resposta ao degrau para o sistema conforme:

x = Alx]+ Bu +[0]r (114)

E, dado que:
u=—(K+K,T)x (115)

A Equacdo 114 pode ser reescrita conforme a equacao:
% =[A-B(K + K,T)[x] (116)

Ao substituirmos os valores das matrizes A, B e T na Equacao 116, encontra-

se a equacao a seguir que rege a dinamica do sistema:

X, 0 1 0 0 X,
>:<2 _|—54.0968 -16.5872 —10.1937 k, + Kq X | (117)
Xy 0 0 0 1 X3

X, 36.8584  8.2936  5.0968 —0.5(k, + K,)| x,

Na Equacao 117 acima, percebe-se que o sistema servo perde a sua atuagéo
no sistema ao retirar o integrador (e ganho Integral consequentemente), pois a
dindmica do sistema é descrita sem a influéncia da referéncia adotada. Dessa forma,
pode-se deduzir que os resultados que iremos alcancar serdo 4 respostas nulas,
pois, 0 sistema ndo atuara. Portanto, mesmo que essa Vvisdo seja intuitiva iremos
comprovar por meio de simulacao (Figura 18) para os valores de ganhos conforme a

equacao:

Ky =-5 (118)

Dessa forma, € evidente que para todas as combinagcdes de ganhos, k, e K,
o sistema ndo tera atuagao no valor de referéncia (logo, nao ira “seguir” a referéncia
adotada). Pois, para o valor de referéncia degrau unitario adotado ao deriva-lo
encontra-se o valor nulo devido ao erro ndo variar, ou seja, a parcela derivativa
retirou a “constante r” ao derivar o sinal constante de erro. Portanto, o projeto de um
sistema de controle servo por espaco de estados apenas com ganho Derivativo nao

€ possivel de ser realizado para uma referéncia degrau unitario.



Figura 18 - Resposta ao Degrau Unitario do Sistema Servo com Ganho D

Posicéo Angular de theta no Tempo t

0.5
= 0]
-0.5
-1 -
8] 2 4 13 8
t(s)
Posicdéo do Carro no Tempo t
1 o
0.5
2 o]
-0.5
-1
o] 2 =] 8

X2

x4

YVelocidade Angular de Theta no Tempo t
1 -

6] 2 4 [ 8
t(sy

Velocidade do Carro no Tempo t

Fonte: Autoria Propria (2017)

3.2.3 Caso 3: Agdes Proporcional e Integral (PI)

O processo de

implementagdo do ganho Proporcional

98

na malha do

servossistema do tipo 1 foi abordado por Arcolezi et al (2017), e conforme

apresentado pelos autores, a aplicacao nao foi benéfica ao aplicar valores de ganho

Proporcional negativos. Portanto, sera realizado nesse topico uma complementacao

aos detalhes, de desenvolvimento e resultados, obtidos tanto para valores positivos

e negativos. Esse sistema pode ser descrito por diagrama de blocos conforme a

Figura 19 e o conjunto de equacdes 119 a 122:

X=Ax+Bu

y =Cx

E=r—-y=r-Cx

U=—Kx+ K&+ K & =—x(K+K,C)+K r+K¢&

(119)

(120)
(121)

(122)
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Figura 19 - Diagrama de blocos do sistema servo com Ganhos PI

X y

r@g T« O s{k=Ax+BuP ] y=Cx

N/

Fonte: Autoria Propria (2017)

Inicialmente, realizando uma analise tedrica desse sistema € evidente que o
integrador permanece no sistema. Por esse motivo, a saida do integrador cria uma
nova variavel de estado, ¢, e dessa forma a ideia basica de se construir um
servossistema do tipo 1 permanece. Essa ideia, € baseada em projetar um regulador
estavel de ordem aumentada para corrigir o erro de estado estacionario. E
pressuposto que com a inser¢do do ganho Proporcional nesse sistema em
especifico, o sistema responda mais rapido e aumente os valores de amplitude das
respostas (caracteristicas do Ganho Proporcional).

Seguindo o mesmo desenvolvimento realizado por Ogata (2010) e nos casos
anteriores, deseja-se projetar um sistema assintoticamente estavel. Portanto,
aplicando a entrada degrau em t = 0 a dinamica do sistema para t > 0 pode ser

descrita pela equacéo:
X(t A O x(t B 1
.() = ® +| _u()+| _[r(t) (123)
&(t) —-C 0] &(t) 0 0
Para o sistema atingir assintoticamente a estabilidade, deve-se projetar um
sistema estavel com x(o), u(w) e () constantes e erro § =0 em regime
estacionario. Assim, € necessario que a saida siga o valor de referéncia adotada, ou

seja, y(o0) = r. Dessa forma, em regime permanente o comportamento do sistema &

descrito na equacao:

e T el
&(e)] [-C 0 &(x)] [0 0
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Subtraindo as equacbes 123 e 124 encontra-se a equagcao a seguir, pois,

como a referéncia adotada é o degrau unitario para t > 0, r() = r(t) =r.

F(t)— g(oo)} :{ A O}{x(t)— X(oo):| {B}[u(t)—u(oo)] (125)
&(t)=&(0)] [-C 0] &(t)-E&(o)| [0
Define-se:

X(t) — X(0) = X, (t)

E(t) = &(o) =& (1) (126)

u(t) - u(e0) = u, (t)

Dessa forma, a equacdo 125 pode ser descrita em termos da equacdo 126

conforme:
s e e
‘/:Jge(t) _C 0 ée(t) O )
No qual,
U, (t) = (K + K ,Cx, + K& (0)+ K, r (128)

Define-se um novo vetor de erro com ordem aumentada em 1, devido a

variavel de estado criada pela saida do integrador ¢, conforme:

e(t) = {Xe (t)} (129)
Se(t)
Dessa forma, a equacéo 127 pode ser definida em termos da equacédo 129
como:
é = Ae+Bu, (130)
No qual,
Al A% 8218 ke (131)
-C 0 0 )

A matriz de ganho K de realimentacdo de estado para esse caso é definida

conforme a equacéo:

K=k, k k+K, k |[-K] (132)

Substituindo os valores das matrizes A,B e C, temos:
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0 1 0 00 0
20601 0 0 0 O -1

A=| 0 0 0 10,B={0]| C=[0o 0 -1 0 0] (133)
~04905 0 0 0 O 0.5
0 0 -1 0 0] 0 |

Para esse caso de estudo, é possivel verificar a controlabilidade do sistema
analisando a matriz P a seguir (Equacdo 134) com as mesmas restricoes da matriz

de controlabilidade M (Equacéo 19).

0O 1 0 0 0

N gl | 20601 0 0 0 -1
P:[_C 0}: 0O 0 0 1 0 (134)

~0.4905 0 0 0 05

0 0 -10 O]

Através da ferramenta computacional Matlab® encontramos o0 posto e o

determinante da matriz P como:

P=5
D =9.81

Portanto, a matriz P de ordem 5 € nédo singular e o sistema é de estado
completamente controlavel. A proxima etapa de projeto, é encontrar a matriz K de
retroacdo de estado (Equacao 132) com a devida alocacdo de polos. Essa etapa,
sera pelo método de substituicdo direta que, resumindo, encontra-se os valores da
matriz K igualando duas equacdes caracteristicas do sistema (Equacio 135). Para
esse caso, a equacao 135 se torna a equacéo 136, devido a dinamica do sistema

ter sido alterada pela implementacdo do ganho proporcional.

st = A+ BR| = (5 = 44)(s = 11 )(5 = 1 )5 = 11 )5 = ) (135)

St At BUK + K ,C) = (5= (8 — 41, S = 115 )(S — 1 (S = 1) (136)

Realizando as devidas operacfes matematicas em ambos lados da igualdade

da equacado 136 e com auxilio da ferramenta Matlab® encontra-se as equacdes:
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(S — £ )(8 — 4, )(S — 145 )(S — 1, )(S — pt5) (137)
=s° +17s* +109s® + 33552 + 550s + 500

S -1 0 0 0
—-(20601+k,) s—-k, —(k;+K,) -k, K,
‘SI—A+ I§(K+Kpé)‘= 0 0 s -1 0 |= 138)
(0,4905+05k,) 05k, 05(k, +K,) s+05k, —05K;
0 0 1 0 S
s° +5*(—k, + 05k, ) +5°(—k, +05(k, + K, )—20,610) + s*(—05K, — 981k, )
—981s(k; + K, )+ 981K,
Compatibilizando os polinbmios conforme:
s° s®=5°
s* -k, +0.5k, =17
s%| | -k +05(k, + K, )-20.601=109 (139)
s? —-0.5K, —9.81k, =335
3 ~9.81(k, + K, )= 550
s’ 9.81K, =500
Encontra-se os seguintes valores para os ganhos:
k, = —157,6336
k, =-353733
k, = —36,7466 (140)
K, = 50,9684

k; + K, =—-56.0652

Nesse caso, os ganhos kj; e K, também sao inversamente proporcionais com

valor maximo definido (Igual ao caso 3.2.1).
Como a matriz de ganho K (Equacédo 132) ja foi encontrada, é possivel obter

a resposta ao degrau para a posigao do carro conforme a seguinte equagao:
P A Ox) B O (141)
& -C 0} ¢ 0 1

u=—(K+K,Cx+K&+K.r (142)

E, dado que:

A equacéao 141 pode ser reescrita conforme a equagao a seguir:
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g _[A-B(K+K,C) BK;[x N BK, i (143)
£ -C 0 |¢& 1
Substituindo os valores na equagao 143, obtemos:

%] [ 0 1 0 0 0 x| [ o]

X, | |-1370326 -353733  k,+K,  -367466 509684 |x,| | -K,

% |=| 0 0 0 1 0 x|+ o [ (144

%, | | 783263 176867 -05(k,+K,) 183733 -254842|x, | [0.5K,

El | O 0 -1 0 0o &)l 1

Ao analisarmos a equacdo 144, percebe-se que a parcela de ganho
Proporcional ir4 atuar no ultimo termo da equacao, ou seja, a resposta do sistema
(posicao do carro) € dependente da atuacédo dos ganhos Integral e Proporcional no
sinal de erro. Dessa maneira, para simular o resultado de controle para os ganhos
Proporcional e Integral na malha servo deve-se selecionar os valores para k; e K, €
utilizar das ferramentas computacionais Matlab® e Simulink® (Figura 20) para

encontrar a resposta ao degrau.

Figura 20 - Esquema no Simulink do Sistema Servo com Ganhos PI

x'=Ax+Bu ]
Step Integrator Ki State-Space Scope
Kp
Gain3

Fonte: Autoria propria (2017)

Portanto, € possivel projetar um sistema de controle servo por espaco de
estados com ganhos Proporcional e Integral. Pois, conforme apresentado por
Arcolezi et al (2017) o ganho proporcional quando aumentado negativamente atuou
em conformidade com a Tabela 1 apresentada na revisdo bibliografica. Ou seja, 0
sistema apresentou uma resposta mais rapida, com maior valor de sobressinal e o
tempo de acomodagédo pouco variou. Claro que, existem valores que o sistema

apresenta melhores resultados, porém cabe ao projetista selecionar os critérios de
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respostas transitérias e permanente para serem atendidos, e no caso desse trabalho

isso nao foi levado em conta.

3.2.4 Caso 4: Acdes Proporcional e Derivativa (PD)

Retirando-se novamente o integrador e ganho Integral (K;) da malha do
servossistema do tipo 1, o sistema € novamente desarranjado e as variaveis de
estados continuam sendo aquelas definidas na modelagem (Equacdo 53). Porém,
para 0 servossistema a ser desenvolvido nesse tépico iremos implementar 0s
ganhos Proporcional (K,) e Derivativo (K;) (em conjunto com o derivador), na malha
do sistema e analisar os resultados ao se fazer isso. Nesse caso o sinal de controle
u(t) € dependente da matriz de realimentacdo K, como também, das acles
proporcional e derivativa aplicadas ao sinal de erro. Esse sistema €& representado
pelo seguinte diagrama de blocos (Figura 21), e as equacbes que regem O

comportamento desse sistema sao o conjunto de equacdes 145 a 151:

Figura 21 - Diagrama de blocos do sistema servo com Ganhos PD

S

Ky
s " . y
b@ . d/dt &~ Kd X "ok =Ax+Bul y=Cx >
A /|
K
Fonte: Autoria propria (2017)
% = AX + Bu (145)
14
y = Cx (146)
. (247)

E=r—y=r-0Cx
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6
iy j 148
E=-—Cx=[0 0 -1 0 0 (148)
X
X

Utilizando do mesmo artificio matematico que no Caso 3.2.2, podemos

reescrever ¢ da seguinte maneira:
T=[0 0 0 1] (149)

E=-Tx=[0 0 0 -1 (150)

XX X . D

: ; (151)
U=—Kx+ K E+KE=x(K+K,C+K,T)+Kr
Dessa maneira, substituindo o sinal de controle (equacédo 151) na Equacédo de

Estados 145, chega-se na equacéo:

% = AX + Bl x(K + K ,C + KT )+ K,r]| (152)

Aplicando a entrada degrau em t = 0, a dinAmica do sistema, a partir desse

valor de tempo, € descrita como:

[x(t)] = Alx(t)]+ Bu(t)]+ [0]r(t) (153)

De modo similar aos Caso 3.2.1 e 3.2.2 a etapa inicial no desenvolvimento do
controlador € checar a restricdo essencial do método de alocacédo de polos. Pois,
para total aplicacdo desse método, € requerido que o sistema seja de estado
completamente controlavel. Para assegurar isso, deve-se analisar a matriz de
controlabilidade do sistema conforme:

0o -1 0 —20.601
-1 0 -20.601 0 (154)

0 05 0 0.4905
05 0 0.4905 0

M=[B AB A’B A’B]=
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Como essa equacéo € idéntica a equacao 66 que testa a controlabilidade do
sistema desenvolvido no Caso 3.2.1, esse sistema também é definido de estado
completamente controlavel. Dessa forma pode-se continuar com o desenvolvimento
da técnica. Seguindo o desenvolvimento dos Caso 3.2.1 e 3.2.2, pretende-se
projetar um sistema assintoticamente estavel, ou seja, com erro de estado
estacionario nulo. Portanto, a saida em regime estacionario deve ter valor igual a
referéncia degrau unitario adotada. Em regime estacionario o sistema é

representado conforme:

[*(o0)] = Alx(e0)] + Blu(o0)] + [0]r(e0) (155)

Como a entrada degrau € sempre constante para t >0, r(o) =r(t) =r,

subtraindo as equacfes 153 e 155 tem-se:

[x(t) - X(0)] = Alx(t) - X(20)]+ Blu(e0) — u(eo)] (156)

Dessa forma, define-se:

X(t) — x(o0)
u(t) —u(oo)

X (t) (157)
U, (t)

Logo, reescrevendo a Equacao 156 em termos da equacgao 157 tem-se:

[x.0)] = Alx, (©)]+ B[u,(t)] (158)

Para esse sistema, o sinal de controle agora é:

U (t) = =X, (K + K,C + K T)+ K,r (159)

Como o vetor de estado para esse sistema também ndo teve a ordem
aumentada (devido a retirada do integrador), o vetor de erro € definido conforme a
equacao:

= [x,(t)] (160)

Dessa maneira, pode-se descrever a equacdo 158 em termos da equacao
160 como:

é=Ae+Bu, (161)
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No qual,
¢ (162)

Para esse caso de controle a matriz de ganhos K é dependente das

constantes de ganho proporcional e ganho derivativo, conforme:

K=k Kk k+K, Kk, +K,] (163)

Seguindo o mesmo procedimento dos Casos 3.2.1 e 3.2.2, a prOxima etapa
de projeto é encontrar a matriz K de retroacdo de estado (Equacgdo 163) com a
devida alocacédo de polos. Essa etapa, sera pelo método de substituicdo direta que,
resumindo, encontra-se os valores da matriz K igualando duas equacdes

caracteristicas do sistema, conforme:

Sl — A+ BR| = (5= 4)(s — 18, (5 = 415 )(S = 4,) (164)

Analogamente aos Casos 3.2.1 e 3.2.2, serdo mantidos o par de polo

complexo conjugado e dois reais (ao invés de 3) conforme a equacéo:

ty =1+ N3, =1 |3,y = 5,11, = 5 (165)

Com auxilio da plataforma computacional Matlab® e algumas operacdes

matematicas em ambos os lados da equacao 164, encontra-se as equacoes:

(s— a4 )(S— 1,)(S — a5 )(S — a1, ) = s* +12s° + 49s” +90s +100 (166)
S -1 0 0
. -k, —20.601 s-k -k -k, - K
‘SI—A+BK‘: L 2 3 L

0.5k, +0.4905 0.5k, 0.5k, 0.5(k, +K,)+s

s +[-k, +0.5(k, + K, Js* +[0.5(k, + K, )~ k, —20.601]s
~[9.81(k, + K, )ls —9.81(k; + K, )

Compatibilizando os polinbmios, através de:

§3 —k, +0.5(k, +K,)=12

s2| |05[k, +K,)-k —20.601=49 (168)
st| ~9.81(k, + K, )=90

° ~9.81(k, + K, ) =100
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Encontra-se os seguintes valores para 0s ganhos:

k, = —74.6978

k, = —16.5872 (169)
k, + K, = -10.1937
k, + K, =-9.1743

Nota-se na equacao 169 que os valores dos ganhos sao iguais devido aos
mesmos valores de polos terem sido utilizados nos Casos 3.2.1 e 3.2.2. A diferenga
nesse caso é que o Ganho derivativo interfere no ganho k,, e o Ganho Proporcional
interfere no ganho k;. Também vale observar que, tanto k, e K; sdo inversamentes
proporcionais, como também, k; e K, sdo. Ou seja, ao aumentarmos o valor de um
0 outro € diminuido.

Como a matriz de realimentacdo de estados de ganho K (Equacéo 163) ja foi

encontrada, é possivel obter a resposta ao degrau para o sistema conforme:

x = A[x|+ Bu +[0]r (170)

E, dado que:
u=—(K+K,C+KTx+K,r (171)

A equacéao 201 pode ser reescrita conforme a seguinte equacao:

%=|A-B(K + K,C+K,T)[x]+|BK, | (172)

Ao substituirmos os valores na equacao 172, encontra-se a equacao a seguir

que rege a dindmica do sistema:

%, 0 1 0 0 X 0
% |_|-54.0068 -16.5872 Kk, +K, KetKe x| | =Ko | (173)
X, 0 0 0 1 X3 0

%, | | 36.8584 82936 —05(k,+K,) —0.5(k,+K,)| x| |0.5K,

4

Na equagdo 173 acima percebe-se que o sistema servo ndo perde a sua
atuacado ao retirar o integrador (e ganho Integral consequentemente). Logo, é
possivel projetar um sistema de controle servo por espaco de estados com ganhos
Proporcional e Derivativo. E, a resposta ao degrau unitario desse sistema pode ser
encontrada com ajuda das ferramentas computacionais Matlab® e Simulink® (Figura
22), substituindo os valores dos ganhos Proporcional, Derivativo e de retroacédo de
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estados de acordo com a Equacao 169. Cabe lembrar que, depende do projetista
escolher os parametros dos ganhos caso queira alcancar diferentes respostas

transitorias e de regime permanente.

Figura 22 - Esquema no Simulink do Sistema Servo com Ganhos PD

X' =Ax+Bu ]
4@—«—>du/dt b O = CxDy Q—b

Step Derivative Kd State-Space Scope
b K*uk
Kp K

Fonte: Autoria propria (2017)

3.2.5 Caso 5: Acdes Proporcional, Integral e Derivativa (PID)

Para esse ultimo caso, iremos representar os resultados de modelagem e
controle quando inseridas as trés parcelas de acao de controle na malha servo para
a planta do péndulo invertido sobre carro. Esse sistema € representado por
diagrama de blocos conforme a Figura 23 e o conjunto de equacbes 174 a 180

regem o comportamento do sistema.

% = AX + Bu (174)
= Cx (175)
L. (176)
u=-Kx+k &+k.&+kpé
E=r—-y=r-Cx (77)
. (178)

E=-Cx=[0 0 -1 0

XX X Q: .
Il
||_|
>
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A fim de viabilizar a representacéo da variavel & , novamente, com base na

definicdo do vetor de estado, a equacao 178 pode ser reescrita da seguinte forma:

E=Tx (179)
No qual,
T=[0 0 0 -1] (180)
Figura 23 - Diagrama de blocos do sistema servo com 0s Ganhos PID
S
d/dt —y Kad

N

Cx

r@éfi K 060tk =Ax+Bu P ¥

Fonte: Autoria propria (2017)

Novamente, ao realizar uma analise tedrica nesse sistema, percebe-se que
como o Integrador permanece no sistema a saida dele cria uma nova variavel de
estado ¢. Dessa forma, a ideia basica do projeto de um servossistema do tipo 1
permanece, ou seja, deseja-se projetar um regulador estavel de ordem aumentada
para levar o novo vetor de erro do sistema a zero.

Seguindo o0 mesmo desenvolvimento realizado no Caso 3.2.3, deseja-se
projetar um sistema assintoticamente estavel. Portanto, aplicando a entrada degrau

em t = 0 a dindmica do sistema para t > 0 pode ser descrita pela equacgéao:
X(t A O x(t B 1
)f( ) = X(t) +| Jut)+] _|r(t) (181)
&t)] [-C 0J &) [0 0
Para o sistema atingir assintoticamente a estabilidade, deve-se projetar um

sistema estavel com x(o), u(w) e () constantes e erro § =0 em regime

estacionario. Assim, € necessario que a saida siga o valor de referéncia adotada, ou
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seja, y(o) = r. Dessa forma, em regime permanente o comportamento do sistema é

descrito na equagéo:
F(OO)} { O}{X(w)} {B}U( : F}r( ) He
&(o) C 0} &(x) 0 0

Subtraindo as equacfes 181 e 182 encontra-se a equagao a seguir, pois,

como a referéncia adotada € o degrau unitario para t > 0, r(o) = r(t) =r.

F(t)— g(oo)} :{ A o}{x(t)— X(oo)} {B}[u ()~ ()] (183)
St)—&(0)| [-C 0] &(t)—&(0)| |0
Define-se:

X(t) — x(0) = X, (t)

§(t) = &(0) = &, (1) (184)

u(t) - u(e0) = u, (t)

Dessa forma, a equacdo 183 pode ser descrita em termos da equacdo 184

[X'e(t)}{A 0}[xe(t)}+{B}Ue(t) (185)
Qge(t) -C 0 ée(t) 0

No qual, o sinal de controle agora é:

conforme:

U, (t) = (K + K,C+ KT Jx, + K& () +K,r (186)

Analogamente ao Caso 3.2.3, define-se um novo vetor de erro com ordem
aumentada em 1, devido a variavel de estado criada pela saida do integrador &,
conforme a equagao:

e(t) = {Xe (t)} (187)
&(t)

e

Dessa forma, a equacédo 185 pode ser definida em termos da equacéo 187
como:
é = Ae+ Bu, (1888)

No qual,
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Al A% 8218 ke (189)
-C 0 ¢

A matriz de ganho K de realimentacao de estado agora é:

~

K=k k k+K, k+K,;|-K] (190)

Substituindo os valores das matrizes A,B e C, temos:

0 1 0 0 O] [0 |
20601 0 O 0 O -1
A=l o 0 0 1 0|,B=|0 (191)
-04905 0 0 0 O 0.5
0 0 -1 0 0] | 0

O teste de controlabilidade do sistema também foi feito no caso 3.2.3, e como
as matrizes sdo idénticas iremos definir que esse sistema é de estado
completamente controlavel. Caso o leitor tenha ddvida quanto a isso sugere-se
retornar ao Caso 3.2.3 e verificar o teste realizado.

A proxima etapa de projeto, € encontrar a matriz K de retroacédo de estado
(equacdo 190) com a devida alocacao de polos. Essa etapa, sera pelo método de
substituicdo direta que, resumindo, encontra-se os valores da matriz K igualando
duas equacOes caracteristicas do sistema (Equacdo 192). Para esse caso, a
equacao 192 se torna a equacédo 193, devido a dinamica do sistema ter sido alterada

pela implementacdo do ganho proporcional e derivativo.

[s1— A+ BR| = (5 — 4, )(s — 12, )(5 — 5)(5 — 112 (S — t15) (192)

. (193)
s1 = A+ B(K + K, C+ KT = (5= 4)(s = 14, )(5 = 1 )(5 = 13 )( = )

Substituindo os polos (Equacdo 37) e realizando algumas operacoes
matematicas com auxilio do Matlab® na equagédo 192, encontra-se as seguintes
equacoes:

(S — 22.)(S — 14, )(S — 41, /(S — 1, /(S — p45) = §° +17s* +109s* +335s? + 5505 + 500  (194)
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sl —A+B(K+K,C+ KdT)‘:

s -1 0 0 0
—(20601+k,) s-k, —(k;+K,) —(k,—Ky) K,

0 0 s -1 0 |= (195)
(0,4905+05k,) 05k, 05(k, +K,) s+05(k, +K,) —05K,

0 0 1 0 s

s° +s*[-k, +05(k, + K, )]+ s°[-k, +05(k, + K, )—20,610]
+52[05k, —9.81(k, + K, )]+ s[- 981k, + K ,)]-9.81k,

Compatibilizando os polinbmios conforme a equacao a seguir, encontra-se 0s

seguintes valores para os ganhos (Equagéo 197):

s° s°=5°

s* —k, +0.5(k, + K,)=17

s*|_| —k +05k, +K,)-20.601=109 (196)

52 ~0.5K, —9.81(k, + K, )=1335

5! ~9.81(k, +K,)=550

s° 9.81K; =500
k, = —157,6336
k, = —353733 167
k, + K, =—36,7466 (197)
K, = 50,9684

ky + K, = —56.0652

Nota-se na equacdo 197 que os valores dos ganhos séo iguais ao Caso 3.2.3
devido aos mesmos valores de polos terem sido utilizados. A diferenca nessa
situacdo é que o Ganho derivativo interfere no ganho k,, e o Ganho Proporcional
interfere no ganho k;. Também vale observar que, tanto k, e K; sdo inversamentes
proporcionais, como também, k; e K, sdo. Ou seja, ao aumentarmos o valor de um
0 outro € diminuido.

Como a matriz de ganho K (equacé&o 190) ja foi encontrada, é possivel obter a

resposta ao degrau para a posi¢cao do carro conforme a equagao:
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oA OB O (198)
& -C 0] ¢ 0 1
E, dado que:
u=—(K+K,C+K,Tx+K&+K,r (199)
A equacdo 198 pode ser reescrita conforme a equacéo 200:
)‘f _ A-B(K+K,C+K,T) BK; | X . BK, ; (200)
& -C 0 || & 1
Substituindo os valores na equagao 200, obtemos:
%] [ o0 1 0 0 0 Jx] [ 0 ]
X, | |-137,0326 -353733 ks +K, k, + K, 50,9684 | x, -K,
% (=] 0 0 0 1 0 |[x |+ o | (201)
X, 783263 17,6867 —0.5(k3+Kp) ~0.5(k, +K,) —254842 | x, 0.5K,
£l 0 0 -1 0 0 &l 1]

Nota-se na equacao 201 que o sistema servo ndo perde a sua atuacdo ao

retirar o integrador (e ganho Integral consequentemente). Portanto, € possivel

projetar um sistema de controle servo por espaco de estados com os ganhos PID, e,

para obter-se a resposta do sistema a entrada degrau unitario deve-se substituir os

valores dos ganhos conforme a Equacdo 197, respeitando as igualdades, com

auxilio das plataformas computacionais Matlab® e Simulink® (Figura 24). Cabe

lembrar que, depende do projetista escolher os parametros dos ganhos caso queira

alcancar diferentes respostas transitorias e de regime permanente.

Figura 24 - Esquema no Simulink do Sistema Servo com Ganhos PID

p du/dt Pl -K-
Derivative Kd
‘+ {
" » 1 P s X :Ax+Bu ]
— s / +_ y = Cx+Du
Step Integrator1 Ki |—/ State-Space Scope
K*u

ﬂ X

Kp

K

Fonte: Autoria propria (2017)
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4 SISTEMA DE CONTROLE REGULADOR

A caracteristica que determina se um sistema de controle € do tipo regulador
ou servo € o valor de entrada. O sistema regulador é caracterizado pelo valor da sua
referéncia ser constante e permitir variagbes na carga. Ou seja, esse sistema de
controle € normalmente utilizado para compensar os efeitos de perturbactes
externas (rejeicdo de disturbios), a fim de manter a saida constante para o valor de
referéncia (BOTTURA, 1982; MANDAL, 2006; OGATA, 2010).

Para exemplificar o caso desse sistema de controle aplicado ao problema
neste trabalho, pretende-se desenvolver um sistema de controle que esteja apto
para controlar o sistema do péndulo invertido sob efeitos de perturbacdes externas e
mudangas no valor da carga. Isto €, na pratica seria como dar leves “tapas” na haste
para perturbar o sistema, ou, para a situacdo de mudanca de carga colocar objetos
sobre o topo da haste do péndulo e o sistema conseguir controlar com
desempenhos satisfatérios. Isso pode ser visto no trabalho original do autor
Oppenheim (1987) em uma das suas aulas on line do curso de Sinais e Sistemas
pelo MIT.

Devido a caracteristica do sistema regulador permitir variagcdes na carga, no
processo de modelagem e controle nesse caso, as massas do sistema serao
ignoradas. Por definicdo, para esse trabalho assume-se que o angulo é
constantemente medido e apresentado para comparacao de erro. Dessa forma o
sistema de controle responde com a devida aceleracdo do mével para estabilizar a

haste do péndulo.

4.1 MODELO MATEMATICO DO SISTEMA DO PENDULO
INVERTIDO SOBRE CARRO

A planta do péndulo invertido sobre carro sera representada em um plano
bidimensional (Figura 25), no qual, a haste do péndulo pode cair a qualquer
momento caso néo seja aplicada uma forca de controle. O movimento desse sistema
€ restrito ao plano da pagina, ou seja, 0 carro pode se mover apenas para a
esquerda ou direita. As forcas que atuam nesse sistema séo os disturbios externos e

a aceleracédo do movel.
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Figura 25 - Sistema do péndulo invertido sobre carro

/N x{t))

VAN

f
= \gL /‘
L
u(t) KjP V-'-u-/

—

777777%%777777‘

Fonte: Autoria Prépria (2017)

No qual,

u(t) = sinal de controle (aceleracao do mével);
L = comprimento da haste;

8 = angulo de equilibrio da haste;

g = aceleracao da gravidade;

X(t) = entrada do sistema (disturbio na haste L).

Dessa forma, a dinamica do sistema pode ser descrita pelas equacdes 202,

203 e 204.
(202)

L& = gsen[A(t)] + Lx(t) — a(t)cos[A(t)]
Como serad adotado um método de controle linear, PID, o sistema sera

linearizado em torno do ponto de equilibrio da haste na posicao vertical. Define-se:

send(t)=0(t), coso(t)=1 (203)

Portanto, linearizando a equacédo 202 obtemos a equacdo a seguir que

descreve o comportamento linear do péndulo invertido sobre carro (Figura 25):

LA = go(t) + Lx(t) - a(t) (204)

Os parametros adotados para esse trabalho sdo L = 1 m, g = 9.8 m/s>.



117

4.2 TECNICAS DE CONTROLE E MODELAGEM DO DOMINIO DA
FREQUENCIA

Pelo motivo do qual as técnicas de controle do dominio da frequéncia sé
podem ser aplicadas a sistemas SISO’s (Single Input and Single Output), pretende-
se com esse meétodo controlar apenas a posicao da haste do péndulo, e para tanto,
pressupde-se que o carro é livre para se mover no plano da pagina. A entrada desse
sistema sera a forca aplicada ao mével e a saida, que desejamos controlar, sera a
posicdo angular. Como esse sistema vai ser modelado por fungbes de transferéncia,
0 passo inicial é aplicar a transformada de Laplace (Equacdo 4) na equacédo
governante do sistema (equacdo 235). Feito isso, encontra-se a funcdo de

transferéncia de malha aberta para o sistema (equagéo 236):

0(s) = [LX(s) - A(s)] Lszl_ ; (205)

A representagéo por diagrama de blocos do comportamento do sistema em

malha aberta é apresentado na Figura 26 e pelas equacfes 206 e 207.

Figura 26 - Diagrama de blocos do sistema regulador em malha aberta

x(t) %@ N G(s) F——00

Fonte: Autoria Propria (2017)

0(s) = G(s)[LX(s) - A(s)]1 onde G(s) = — - (206)
Ls® — g

(207)

(=

L [LX(s)- As)]=

- 2

o(s) = [LX(s) - A(s)]

Ls?
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Substituindo os valores dos parametros adotados para esse projeto, a Funcao
de Transferéncia de Malha Aberta (FTMA) para o sistema do péndulo invertido
modelado nesse trabalho € conforme a seguinte equacao:

1
FIMA = 0(5)=———[X(s)- AGS)] (208)
s°-9.8

Portanto, a verificacdo da estabilidade desse sistema em malha aberta pode
ser, de modo simplificado, pela analise dos polos da seguinte equacdo

caracteristica:
a(s)=s*-9.8 (209)
Dessa forma, os polos desse sistema sdo demonstrados na Figura 27 e
conforme a equacgao 210:

Figura 27 - Polos do Sistema do Péndulo Invertido em Malha Aberta

Polos do Sistema em Malha Aberta

i SPEC SPDC 7

System: sys System: sys

Gain: 0 Gain: 0

e Pole: -3.13 Pole: 313 1
Damping: 1 Damping: -1

Overshoot (38): 0 Owvershoot (%) 0

Freguency (radfz) 3.13 Freguency (radisT 313

Imaginary Lxis (seconds"j

Real Axis (saconds")
Fonte: Autoria Prépria (2017)

(210)

Portanto, como existe um polo no Semiplano Direito Complexo (SPDC) o
sistema € de comportamento instavel. Para validar a afirmacéo de instabilidade do
sistema, iremos analisar a FTMA (Equacéo 208) do sistema pelo critério de Routh-

Hurwitz. Dessa forma, a partir da equacgéo caracteristica do sistema (Equacéo 209),
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conclui-se diretamente que o sistema tem comportamento instavel. Pois, o sistema
ndo atende a condicdo necessaria (mas ndo suficiente) de que na equacéo
caracteristica do sistema ndo podem haver coeficientes nulos ou negativos. E nesse
caso, o sistema apresenta ambas restricdes, ou seja, o termo s! é nulo e o termo s°
é sempre negativo. O valor do termo s° serd sempre negativo nesse trabalho, devido
ao termo g sempre representar a aceleragdo da gravidade de valor positivo g = 9.8,
e L sempre representar o comprimento da haste positivo L = 1. Devido ao né&o
atendimento dessa condi¢do, conclui-se que o sistema do péndulo invertido sobre
carro em malha aberta é de fato instavel.

Através da ferramenta computacional Matlab®, o resultado de simulagéo para

esse sistema em malha aberta com entrada impulso é apresentada na Figura 28.

Figura 28 - Resposta ao Impulso do Sistema Regulador em Malha Aberta

Resposta ao Impulso

Amplitude

Time (seconds)

Fonte: Autoria Prépria (2017)

Portanto, como o sistema em malha aberta é completamente instavel
pretende desenvolver o sistema de controle regulador, conforme os objetivos do
trabalho, com intuito de estabilizar o sistema. Esse sistema é representado pelo
principio da superposicdo, por uma referéncia nula e outra sendo os disturbios que a

planta recebe, conforme o seguinte diagrama de blocos (Figura 29).
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Figura 29 - Esquema de Representacdo do Sistema de Controle Regulador PID

x(t)

u(t)

Fonte: Autoria Prépria (2017)
Dessa forma, o sistema pode ser remanejado conforme a Figura 30 e sua
dindmica é descrita pelas equacdes 211 e 212:

Figura 30 — Reconfiguracdo da representacao do sistema regulador

Planta

X(t)—s G(s) ()

u(t)
PID

H(s)

Fonte: Autoria Propria (2017)

No qual, para evitar repeticdbes do diagrama de blocos acima e da definicao
dos parametros, eles véao ser definidos apenas nesse tépico como:

u(t), H(s) = sinal de controle (aceleracédo do movel);

L = comprimento da haste;

g = aceleracao da gravidade;

0(t) = saida do sistema;

X(t) = entrada do sistema constante (distlrbio na haste L)

0(s) = _ LG(s) X(s) (211)
1+ G(s)H(s)
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No qual,

G(s)= (212)
Ls®—g
Portanto, substituindo os valores dos parametros a Funcdo de Transferéncia
de Malha Fechada (FTMF) para esse sistema de controle € representada pela
seguinte equagao:

FTME = { ‘9(3)} _ 1 (213)
X(s)| s?+(H(s)-9.8)

Conforme os objetivos e da metodologia adotada para esse trabalho, serdo
implementadas as acdes de controle PID na malha de realimentacdo do sistema
regulador. Isto é, serdo desenvolvidos os casos de controle em que as agfes PID
atuam individualmente (P, I, D) e em outros em conjunto (PD, PI, PID). Reforca-se
de que a andlise de estabilidade dos sistemas desenvolvidos sera realizada pelo
Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz. Seréo realizadas simulacbes para os
casos estaveis em relacdo a entrada impulso através da ferramenta computacional
Matlab®. Caso o sistema for estavel ndo procuraremos as melhores respostas

transitorias e sim definiremos as faixas de ganho em que o sistema se estabiliza.

4.2.1 Caso 1: Acédo Proporcional (P)

A primeira acdo de controle que serd aplicada para teste de estabilidade, na
planta do péndulo invertido sobre carro sera a acdo de controle Proporcional (P) na
malha de realimentacdo do sistema regulador. A ideia béasica desse método de
controle é dimensionar a aceleragcdo do carro proporcionalmente ao angulo medido,
ou seja, a aceleracdo de controle do carro sera proporcional ao valor de angulo
medido multiplicado pelo ganho Proporcional. Para tanto, segue a deducgao

matematica no seguinte conjunto de equacdes 214 a 217:

u(t) = K,6(t) (214)

HS)= K, (215)

EIME < [9(8)} _ 1 (216)
X(s)| s?+(H(s)-9.8)
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Substituindo a equacao 215 na equacéo 216, obtemos:

X(s)| s*+(K,-9.8)

Portanto, a equacgéao caracteristica desse sistema é:

a(s)=s®+(K, —9.8) (218)

Analisando a equacdo 218 para determinar a estabilidade do sistema pelo
Critério de Routh-Hurwitz, o sistema se apresenta na condicdo de instabilidade.
Pois, o sistema ndo atende a condicdo necesséaria (mas nao suficiente) de que néao
podem haver coeficientes nulos ou negativos na equacdo caracteristica. E nesse
caso, 0 sistema apresenta o termo s* nulo e s° negativo para valores de K, < 9.8 ou
nulo para K, = 9.8. Portanto, esse sistema regulador projetado apenas com ganho
Proporcional na malha de realimentacdo para a planta do péndulo invertido sobre
carro nao apresenta nenhum valor de K, que estabilize o sistema. Assim como

Oppenheim (1987) descreveu o seu comportamento analisando pelo Método do

Lugar das Raizes.

4.2.2 Caso 2: Agéao Integral (1)

A segunda acdo de controle a ser implementada e testada na malha de
realimentacdo do sistema de controle regulador sera a acéo Integral. A ideia basica
desse método de controle € melhorar a precisdo da resposta estacionaria, pois, sua
saida é proporcional a integracdo do erro ao longo do tempo de integracédo. O intuito
dessa acao de controle € de escolher a aceleracdo do moével baseada em valores da
integracdo do angulo para corrigir o erro de estado estacionario. Dessa forma, a
modelagem matematica para esse sistema segue no conjunto de equacdes 219 a
222:

u(t) = K, [ o(t) (219)

H(s) = K? (220)
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FIME = { o(s) } _ 1 (221)
X(s)| s?+(H(s)-9.8)

Substituindo a equacao 220 na equacéo 221, encontra-se:

o(s) 1 s
X(s)] & +(K j s°-9.8s5+K, (222)

—1-98
s

Portanto, a equacéo caracteristica desse sistema é:

a(s)=s®—-9.8s+ K, (223)

Analisando a equacéo 223 pelo Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz o
sistema € definido como instavel. Pois, esse sistema também nao atende a condicéo
necessaria (mas nao suficiente) de que na equacéo caracteristica do sistema néo
podem haver coeficientes nulos ou negativos. Nesse caso, 0 sistema apresenta o
termo s? nulo e o termo s! negativo devido aos valores de parametros definidos.
Dessa forma, como a condicdo ndo € satisfeita o sistema é instavel e nao é
necessario continuar com o desenvolvimento da técnica de Routh-Hurwitz, pois, ndo
ha nenhum valor para K; que estabilize o sistema. Portanto, conclui-se que o sistema
regulador apenas com a acéo de controle integral, na malha de realimentacédo, nao é

suficiente para estabilizar a planta do péndulo invertido sobre carro.

4.2.3 Caso 3: Agao Derivativa (D)

O préximo passo foi implementar a agdo de controle Derivativa (D) na malha
de realimentacdo do sistema regulador para a planta do péndulo invertido. Essa
técnica € baseada no principio de escolher a aceleracdo do moével em funcéo do
deslocamento angular. Ou seja, como esse método funciona como um modo
antecipativo deseja-se acelerar o carro mais rapido caso o deslocamento angular
aumente demais. Os resultados dessa implementacdo sdo dados pela seguinte
deducdo matemética (equacdes 224 a 226):

u(t) = K, ae(t) (224)

dt
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225
H(s)=K,s (225)
226
FIMF = os) |1 (226)
X(s)| s?+(H(s)-9.8)
Substituindo a equacao 225 na equacéo 226, obtemos:
o(s) | _ 1 (227)
X(s)| s*+K,s-9.8
A equacdo caracteristica desse sistema é apresentada na equacao:
a(s)=s?+K,s—-9.8 (228)

Realizando a analise da equacao 228 pelo Critério de estabilidade de Routh-
Hurwitz o sistema se apresenta na condicdo de instabilidade. Pois, esse sistema
também ndo atende a condicdo necessaria (mas nao suficiente) de que na equacgao
caracteristica do sistema ndo podem haver coeficientes nulos ou negativos. Nesse
caso, 0 sistema apresenta o termo s° negativo. Portanto, como a condicdo n&o é
satisfeita ndo € necessario continuar com o método de Routh-Hurwitz, pois, néo
existem valores de K,; que levem o sistema a estabilidade. Logo, conclui-se que o0 a
planta do péndulo invertido sobre carro € instavel ao tentar controla-la com o sistema
regulador, apenas com a acao de controle Derivativa na malha de realimentacao.
Analogamente, Oppenheim (1987) deduziu pelo Método do Lugar das Raizes que

esse sistema tenderia a estabilidade, porém nunca chegaria de fato a se estabilizar.

4.2.4 Caso 4: Acdes Proporcional e Integral (PI)

Como visto, as acdes de controle Proporcional, Integral e Derivativa aplicadas
individualmente na malha de realimentagcéo do sistema regulador, para a planta do
péndulo invertido sobre carro ndo, conseguem estabilizar esse sistema. Dessa
forma, pretende-se agora implementar a acdo Proporcional em conjunto com a acao
Integral. Pois, normalmente, num controlador de ganho puramente Proporcional
existe um erro de estado estacionario. Pretende-se corrigir esse problema

adicionando a acao de controle Integral de maneira que o sistema corrija esse erro e
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venha a se estabilizar. O comportamento do sistema a ser modelado é regido pelo
seguinte conjunto de equagdes 229 a 231:

u(t) = K,0(t)+ K, [ o(t) (229)
H(s)= K, + 5 (230)
S
FTIME - { ‘9(3)} _ 1 (231)
X(s)| s?+(H(s)-9.8)

Substituindo a equacao 230 na equacéo 231, obtemos:

{9(5)} 1 s
X(s)] +£ K, j T+ (K, -9.8k+K, (232)

Kp +-1-908
S

Dessa forma, a equacao caracteristica nesse caso é:

a(s)=s°+ (Kp ~9.8f +K, (233)

Analisando a equacgdo 233 pelo Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz o
sistema é definido como instavel. Pois, esse sistema também nao atende a condicéo
necessaria (mas nédo suficiente) de que na equacédo caracteristica do sistema nao
podem haver coeficientes nulos ou negativos. Nesse caso, 0 sistema apresenta o
termo s2 nulo, e portanto, ndo ha necessidade de continuar com o método de analise
de Routh-Hurwitz. Pois, como o sistema foi considerado como instavel diretamente,
nao existirdo valores para os ganhos Proporcional e Integral para estabilizar o
sistema. Portanto, esse sistema € de fato instavel com a inser¢cdo das acbes de
controle Proporcional e Integral em conjunto na malha de realimentacdo do sistema

regulador.

4.25 Caso 5: Acdes Proporcional e Derivativa (PD)

Como proximo passo, no caso desse sistema a ser projetado serao
combinadas as acbes de controle Proporcional e Derivativa na malha de
realimentacdo do sistema regulador. Pois, quando o objetivo de controle para um

7

sistema €& melhorar a resposta transitoria através de um controlador de alta
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sensibilidade, o caso mais simples, € combinar essas duas ac¢des de controle. A
deducdo mateméatica para esse sistema segue no conjunto de equacdes 234 a 236:

u(t) = K,0(t)+ K, % (234)

H(s) =K, +K;s (235)

FIME = [9(3)} _ 1 (236)
X(s)| s?+(H(s)-9.8)

Substituindo a equacao 235 na equacéo 236, obtemos:

{ 9(5)} B 1 1 (237)

X(s)] s?+(K, + de—9.8): s? +Kys+(K, —9.8)

Portanto, a equacao caracteristica para esse sistema é:

a(s)=s®+K,s+ (Kp ~9.8) (238)

Inicialmente analisando a equacao 238 pelo Critério de estabilidade de Routh-
Hurwitz nada se pode concluir. Pois, o os termos s? e s! sdo positivos e o termo s°
também pode ser positivo. Portanto, a condicdo necessaria (mas nao suficiente) é
atendida se s° for positivo e pode continuar o desenvolvimento do método de
Routh-Hurwitz. Dessa forma, o arranjo em matriz para desenvolvimento do método é

descrito conforme:

2

1 K,-98

0

S a

Como para esse método é requerido que a coluna “1” contenha somente

coeficientes positivos, K; e a devem respeitar essa retricdo, conforme as equagoes a

seqguir:
L Kd(Kp—9.8)—1-0>0 (240)
Kd
241
K, >0 (241)

Resultando em:
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a=K,-9.8>0

(242)
Ky >0
Ou seja,
K, >9.8
(243)
Ky >0

Como para esse método é requerido que a coluna “1” contenha somente
coeficientes positivos, 0 sistema sera assintoticamente estavel para valores em que
K, for maior que g (aceleracéo da gravidade com valor positivo de 9,8m/s?) e K, for
maior que zero. Ou seja, 0 sistema de controle estabilizaria assintoticamente a
planta do péndulo invertido sobre carro desde que, K, e K;, satisfizessem as
inequacdes anteriormente estabelecidas (Equacédo 243).

Serado simulados (para comprovar o que foi dito acima) os valores de ganhos
conforme a equacéo abaixo para a entrada impulso.

Ke=2 K, =20
Ky, =15 K, =200

(244)

Substituindo os valores do conjunto de ganhos (Equacao 244), as FTMF do

sistema agora sdo descritas conforme as equacdes 245 e 246 respectivamente:

o(s) | _ 1 _ 1 (245)
X(s)] s*+25+(20-9.8) s?+25+10.2
o(s) | _ 1 _ 1 (246)
X(s)| s?+155+(200-9.8) s?+15s+190.2

Os resultados de simulagéo para essas FTMF séo apresentados nas Figuras
31 e 32 respectivamente. Ressalta-se que o conjunto de ganhos (Equacgéo 244) foi
escolhido de maneira simples apenas para provar que o sistema é estabilizado
guando os valores dos ganhos Proporcional e Derivativo respeitam as inequacoes
apontadas na Equacdo 242. Portanto, ndo foram levados em conta os critérios de
melhores valores para tempo de resposta, sobressinal ou outros critérios, pois o
objetivo desse trabalho é ressaltar o desenvolvimento e a técnica empregada para

comprovar se o sistema se estabiliza ou n&o, e definir a faixa de valores de ganhos
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caso sim. Dessa forma, a partir das Figuras 31 e 32 observa-se que o péndulo é
levado para a posicdo de equilibrio (posicdo 6 = 0). Logo, conclui-se que quando
implementa-se as acgOes de controle Proporcional e Derivativo na malha de
realimentacdo do sistema regulador, a planta do péndulo invertido sobre carro é

estabilizada com sucesso.

Figura 31 -Resposta ao Impulso do Sistema Regulador PD
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Fonte: Autoria Propria (2017)

Figura 32 - Resposta ao Impulso do Sistema Regulador PD
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4.2.6 Caso 6: Acdes Proporcional, Integral e Derivativo (PID)

Para esse ultimo caso, serdo aplicadas as trés parcelas do controle PID na
malha de realimentacdo do sistema regulador. Pois, em diversas situacdes de
controle de sistemas € necesséario satisfazer especificacbes de desempenhos
satisfatorios tanto na resposta transitria como na resposta estacionaria. Para o
caso desse trabalho, pretende-se analisar se é possivel estabilizar ou ndo a planta
do péndulo invertido com o controle PID na malha de realimentacéo, e se sim, definir
a faixa de valores de ganhos para o sistema ser controlado. O desenvolvimento
dessa técnica segue abaixo com o conjunto de equacgfes 247 a 248:

u(t) = K,o(t) + K, j o(t)dt + K, % (247)

. 248
H(s):Kp+ﬁ+de (248)
S

FIME = [ 9(8)} _ 1 (249)

X(s)| s?+(H(s)-9.8)

Substituindo a equacao 249 na equacao 249, temos:

{9(5)}_ 1 ~ s
= _ =3 2 _ _ (250)
X(s) s2+(Kp+K'+de—9.8) $°+ K 8% + (K, —9.8)s + K,

s

A equacdo caracteristica na ocasido desse sistema é:

a(s) =s®+ Kys? + (K, —9.8)s + K; (251)

Inicialmente analisando a equacéo 251 pelo Critério de estabilidade de Routh-
Hurwitz, nada se pode concluir. Pois, os termos s3 e s? sdo positivos e os termo s? e
s também podem ser positivos. Logo, a condicdo necessaria (mas ndo suficiente) é
satisfeita, caso s? e s° sejam positivos, e pode-se continuar a desenvolver o método
de Routh-Hurwitz. O arranjo para analise e desenvolvimento do método é entdo

descrito na seguinte equacéao:

1
* | Ky Ki (252)
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Como para esse método € requerido que a coluna “1” contenha somente
coeficientes positivos, K;, a e ¢ devem respeitar essa retricdo, conforme o conjunto
de equacdes abaixo:

Kq(K, —9.8)-K;

Kd

a= >0

(253)

Logo,

Kp >ﬁ+9.8
K

d

0<K; <K,4(K,—9.8) (254)

Ky>—1—>0
K, —9.38

p

Portanto, é possivel concluir que esse sistema de controle regulador com as
acOes de controle PID na malha de realimentacdo estabilizaria assintoticamente o
sistema do péndulo invertido sobre carro se a coluna “1”, da equacédo 252, fosse
composta apenas por coeficientes positivos. Para isso, a restricdo para alcancar
essa estabilidade € que os ganhos K,, K; e K, devem satisfazer as inequagdes
acima estabelecidas (Equacdes 254).

Serado simulados, para comprovar o que foi dito acima, os valores de ganho

conforme a equacéo a seguir para a entrada impulso.
ﬁ _ (Kp = 100}(&(i = 1][Kd = 20] (255)
2 K, =200\ K, =1 K, =35
Lembrando que, esses valores foram escolhidos respeitando as inequacodes
estabelecidas (Equacédo 254), de forma simples. Portanto, também ndo foram
levados em conta os critérios de melhores valores para tempo de resposta,
sobressinal ou outros critérios. Pois o intuito do trabalho é demonstrar que o sistema

estabiliza com as acbes de controle PID inseridas na malha de realimentacdo do

regulador, e nao, procurar as melhores respostas transitorias para 0 sistema.
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Substituindo os valores do conjunto de ganhos (Equacéo 255), as FTMF do sistema

agora séo descritas conforme as seguintes equagdes respectivamente:

{ o(s) } s s (256)

X(s)| s®+20s?—(9.8-100)s +1 T % 42057 +90.25 +1
o(s) | S B S (257)
X(s)| s®*+35s*—(9.8—200)s+1 s°®+35s*+190.2s+1

Os resultados de simulacéo para essas FTMF sé&o apresentados nas Figuras

33 e 34 respectivamente.

Figura 33 - Resposta ao Impulso do Sistema Regulador PID
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Figura 34 - Resposta ao Impulso do Sistema Regulador PID
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Dessa forma, a partir das respostas apresentadas observa-se que o péndulo
também é levado para a posicdo de equilibrio (posicdo 8 = 0) para esse caso de
controle. Um breve comentario (que pode ser levado em conta por efeito de
comparacao) analisando as Figuras 33 e 34 com ganhos PID e Figuras 31 e 32 com
ganhos PD, é de que a insercdo do ganho Integral no sistema corrigiu (para 0s
parametros escolhidos) a curva de resposta rapidamente. Portanto, conclui-se que
guando implementa-se as a¢Oes de controle Proporcional, Integral e Derivativo na
malha de realimentacdo do sistema regulador, a planta do péndulo invertido sobre

carro pode ser assintoticamente estabilizada com desempenho satisfatorio.
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5 CONCLUSAO

A bibliografia que aborda sobre técnicas de controle PID no sistema do
péndulo invertido € ampla no quesito de quantidade. Porém, os resultados e
discussbes apresentados nesse trabalho indicam que para os sistemas de controle
desenvolvidos (servo e regulador), a implementacédo das acdes de controle PID nos
mesmos foram apresentadas de maneira relevante para complementar o material de
controle existente. Pois, ao deparar com esses sistemas propostos e apresentados
nas bibliografias viu-se a necessidade e importancia tedrica de continuar os estudos
realizados por dois autores bastante conhecidos.

Dessa forma, foram apresentadas a complementacdo para os casos em que
0os autores nao abordaram a insercdo das acbes de controle PID na planta do
péndulo invertido, talvez por motivos “6bvios” ou mesmo para deixar como estimulo
aos estudantes o desenvolvimento e analise por si sé, satisfazendo os objetivos e
justificativa desse trabalho.

Para todos os casos abordados nesse trabalho foram deduzidos os
controladores com detalhes minimos para o entendimento e compreensdo de
estabilidade. Pois, como muita das vezes ndo sdo apresentados resultados de
controle negativos em diversas bibliografias, isso foi levado em conta nesse trabalho
de forma que foram comprovados por meio de técnicas matematicas e de controle,
0S casos em que o sistema apresentou-se na condi¢édo de instabilidade.

Portanto, realizar um estudo aprofundado de parte das técnicas de controle
classico e controle moderno para a resolucdo do problema de controle do péndulo
invertido, permite ao académico adquirir um alicerce teérico de grande valia. Assim
como, a simulacdo em ambientes computacionais inspira interesse e curiosidade
sobre o comportamento da dindmica do sistema em questédo na préatica, bem como,
sobre quaisquer fendbmenos em geral.

Dessa maneira, conclui-se que esse trabalho abordou um sistema classico e
com inumeros trabalhos e pesquisas realizados sobre o mesmo tema, para
complementar o material existente. Pois foram desenvolvidos os dois diferentes
sistemas de controle para cada tipo e combinacdo das agGes de controle PID na
malha direta do servo por espaco de estados e na malha de realimentacdo do
regulador por funcéo de transferéncia.
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